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Raumgruppensymmetrie und Berechnungsmethoden 
der Kristallstrukturlehre 


Von ALFRED Nicer und Pau Niactt, Ziirich?) 


ier eil 


1. Einleitung 


In der angewandten Kristallstrukturlehre spielen Summationsverfahren 


eine groBe Rolle. Sind in einer Raumgitterzelle  Massenteilchen mit den’ 


Schwerpunktskoordinaten %;, y,, 2; (¢ = 1, 2, ..., 2) vorhanden, so haingen die 
Rontgeninterferenzerscheinungen von allen diesen konstituierenden Punkt- 


lagen ab. Die einzelnen Interferenzen kénnen nach Brace bestimmten Netz- | 


ebenen (Akl) zugeordnet werden; zur Bestimmung der Elektronendichte in 


einem herausgegriffenen Punkt ist dann iiber alle fiir die benutzte Strahlung 


reflexionsfahigen Ebenen zu summieren. 
Aus der Geometrie des homogenen (periodisch gebauten) Diskontinuums 
ergibt sich, daB die Grundbeziehung zwischen x yz- und (Ak/)-Werten in der 
Form e~27'*+k»+!4) in die Rechnung eingeht. Dabei sind die Punktkoordi- 
naten x, y, z (friiher m, n, # genannt) als Bruchteile der Zellkantenlangen an- 
zugeben, so wie sich auch die (ganzzahligen) Indizes h, k, 1 der Netzebenen auf 
die dem Kristall eigene Metrik beziehen. Die Periodizitat der Raumgitterstruk- 
tur erlaubt es, die Betrachtung auf die innerhalb einer primitiven Zelle nicht- 
identischen Punktlagen, die primitive Basis, zu beschranken. Um den Zusam- 
menhang mit der beschreibenden Kristallographie zu wahren, wird aber meist 
eine Zelle beniitzt, deren Kantenrichtungen in die kristallographischen Achsen 
fallen. Dieses Elementarparallelepiped mit seinen nichtidentischen Punktlagen, 


der Elementarbasis, kann dann mehrfach primitiv werden, etwa basisflachen- — 


zentriert, innenzentriert, allseitig flachenzentriert. 
Fiir die Summation iiber die (Hk/) gilt normalerweise das Friedelsche 


Gesetz; es sind also wegen des zentrosymmetrischen Charakters der Effekte 


(hkl) und die Gegenflache (hk/) gleich zu behandeln. Komplexe GrdBen lassen 
sich dann folgendermaBen in einen reellen und einen imaginaéren Anteil auf- 


spalten: 


F 


, ’ * , wee. ee r aie ’ 
(hkl) A yx 1) aaa? Biri Lan = Anni t Biky 


also 
A inx1) ey A Gi» Bory Tee: Bini: 


1) Mineralogisch-Petrographisches Institut der ETH. 
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Fiigt man nun stets zu (#k/) auch (hkl) hinzu, so wird 


—2ui(hx+ky+1z) 
Papo ae 
hkl 


(++) 


= Ajpy cos2a(hut+kyt+ lz) + Biren Sin2a (hx+ky +12), 


und fiir die Berechnung interessieren von e~?7'***»*/) nur die reellen 
GréBen cos2a (hx +ky+ lz) und sin2a (hx+ky+lz): sie bilden den 
geometrischen A- und B-Anteil. 

Es sind Hauptaufgaben der Kristallstrukturlehre, einerseits bei gegebenem 
(hkl) itber alle xyz der konstituierenden Punktlagen und andererseits fiir 
einen beliebigen Punkt «yz im Raume des Elementarparallelepipeds tiber alle 
(hkl) zu summieren. Nun besitzen im allgemeinen die Kristallraume besondere 
und in allen Einzelheiten bekannte Symmetrieeigenschaften. Ihre Ausnitzung 
bei den Summationsverfahren hat erst eine systematische Strukturbestimmung 
ermoglicht; die Grundlagen dafiir sind 1919 aufgestellt und spater ausgebaut 
worden). Seither sind viele Einzelbeitrage von so verschiedenen Standpunkten 
aus hinzugefiigt worden, daB sich der. Versuch aufdrangt, den Zusammenhang 
der Teilverfahren iibersichtlich aufzuzeigen. Vorbedingungen hiefiir sind die 
Kennzeichnung der Komplexe gleichwertiger geometrischer Elemente, das heiBt 
der Formen, und der Symmetrie einer Raumgruppe als Ganzes. Die Methoden 
der Aufstellung symmetriebedingter GesetzmaBigkeiten beim Summationsver- 
fahren ergeben sich dann von selbst: man wird wie in der beschreibenden Kri- 
stallographie so vorgehen, daB man zunachst die Mannigfaltigkeit in ihre gleich- 
wertigen Komplexe gliedert, fiir sie die von der Symmetrie abhangigen Gesetze 
aufstellt und schlieBlich tiber diese Formen summiert. 


2. Die Formen 


Kommt einer Punkt- oder Raumgruppe eine bestimmte Symmetrie zu, so 
werden — bei Verwendung der in der Kristallographie iiblichen Bezeichnungs- 
weise und Koordinatenachsenwahl — zu einem Punkt xyz, zu einer Richtung 
[wvw) oder zu einer Ebene (hk/) andere Punkte bzw. Geraden und Ebenen 
gleichwertig, das heiBt durch Deckoperationen ineinander iiberfiihrbar. Der 
Komplex solcher gleichwertiger geometrischer Elemente heibBt die Form. Dafiir 
soll die folgende Symbolik Verwendung finden: 


<xyz> = Komplex aller zu xyz gleichwertigen Punkte: in Punktgruppen 
Punktner (Punktform), in Raumgruppen einfacher (homogener) Git- 
terkomplex (Gitterform) ; 


1) P. NicGut, Geometrische Kristallographie des Diskontinuums (Leipzig 1919). — P. Nicer und 
E. BRANDENBERGER, Z. Kxrist. 68, 3801 (1928). — P. Nice, Kristallographische und strukturtheo- 
retische Grundbegriffe, in: WiEN-Harms, Handbuch der Experimentalphysik, Bd. 7/1 (Leipzig 1928). 
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_ <[uvw)]>= Komplex aller zu [uvw] gleichwertigen Richtungen oder Kanten: 
Kantner (Kantenform) ; 


<(hkl)> = Komplex aller zu (hk/) gleichwertigen Flachen, Fldchner (Flachen- 
form). 


Durch Gesamtsymmetrie, Aufstellung und Koordinatenachsenwahl sowie 
durch die Lage eines geometrischen Elementes sind die Koordinaten oder Indi- 
zes aller gleichwertigen Elemente, also die ganze Form, bestimmt. Da die Raum- 
gruppen auch die Symmetrieoperationen einer Translationsgruppe enthalten, 
treten bei ihnen die gleichwertigen Punkte in Gittern, die gleichwertigen Rich- 
tungen und Ebenen in Parallelscharen auf; bei Kenntnis der durch das Elemen- 
tarparallelepiped gegebenen Translationsgruppe geniigt indessen die Angabe der 
endlichen Zahl von Elementen in der Elementarbasis. Im Falle der Richtungen 
und Ebenen beschrankt man sich oft auf die orientierungsbestimmenden Indi- 
zes. Eine Anfiigung von Kennziffern+) gibt dann die Méglichkeit, die gleich- 
wertigen parallelen Geraden oder Ebenen der Scharen herauszugreifen. 

Geometrische Elemente, die durch keine anderen Deckoperationen als die 
Identitat in sich selbst tibergefiihrt werden, besitzen beliebige oder allgemeine 
Lage. Fiir eine aus solchen Elementen aufgebaute allgemeine Form nimmt die 
Zahl der gleichwertigen Elemente, die Zahligkezt, den fiir die Symmetrie héchst- 
moglichen Wert an. Sie entspricht in Punktgruppen und im primitiven Elemen- 
tarparallelepiped einer Raumgruppe der Ovdnung N der (isomorphen) Punkt- 
gruppe; fiir ein m-fach primitives Elementarparallelepiped wird sie zu mN. 
Geometrische Elemente sezieller Lage auf Symmetrieelementen werden ent- 
sprechend ihrer geometrischen Wertigkeit @ durch weitere Deckoperationen in 
sich selbst tibergefiihrt, und die Zahligkeit der zugeh6rigen Form betragt nur 
N/w. Durch Einsetzen der speziellen Koordinatenwerte oder Indizes in das 
System der gleichwertigen Elemente einer allgemeinen Form ergibt sich diese 
geringere Zahligkeit von selbst. In der Kristallographie werden symmetrie- 
bedingte Koordinatenachsen oder Elementarparallelepipede beniitzt, damit sich 
die Koordinatenwerte und Indizes gleichwertiger Elemente nur durch Vor- 
zeichenwechsel oder (und) Vertauschungen voneinander unterscheiden. Dazu 
miissen allerdings bei hexagonal-trigonaler Symmetrie viergliedrige Symbole 
verwendet werden, die sich aber ohne weiteres, etwa fiir orthohexagonales 
Achsensystem oder Elementarparallelepiped, in dreigliedrige verwandeln lassen, 
wobei dann drei nicht durch Vorzeichenwechsel oder Vertauschungen ineinan- 
der iiberfithrbare Symbole bendtigt werden. 

Fiir alle Kristallsymmetrien sind die in Frage kommenden Symmetrie- 
elemente, die zweckmaBigen Bezugssysteme, die Ordnungen, die Art der mogli- 
chen Speziallagen und die Zahligkeiten der Formen vollig bekannt und mehrfach 
tabuliert worden. Den gré8ten Nutzen kann man aus diesen grundlegenden 


1) P. Niccii, Geometrische Kristallographie des Diskontinuums (Leipzig 1919). 


: 
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Untersuchungen ziehen, wenn es gelingt, die Gesamts ymmeirie einer Punkt- oder 
Raumgruppe eindeutig so zu charakterisieren, da daraus unmittelbar alle fiir 
die Berechnungen wichtigen GréBen ersichtlich sind. 


3. Die Charakterentafeln der kristallographischen Punkt- und Raum- 
gruppen und die zugehérigen Koordinatentafeln 


a) Punktgruppen 


Liegt eine Punktgruppe vor, so sind als Symmetrieoperationen nur Dre- 
hungen /,, Drehinversionen s,, oder Drehspiegelungen s}, zu beriicksichtigen, 
wobei fiir kristallographische Gruppen = 1, 2, 3, 4, 6. f, ist die Trivialope- 
ration der Identitat, s, die Spiegelung an einer Ebene und s3 die Inversion am 
Symmetriezentrum. Dabei bestehen zwischen Drehinversion und Drehspiege- 
lung enge Beziehungen; die Vereinheitlichung der Bezeichnungsweise ermég- 
licht es, fiir jede Kvistallklasse eine iibersichtliche Symmetrieformel aufzustel- 
len, die sofort Zahl und Art der Deckoperationen erkennen 1aBt'). Die nétigen 
Angaben sind in Tabelle 1 zusammengestellt. 

In einer Punktgruppe gehen alle Symmetrieelemente durch einen Punkt, 
den Hauptsymmetriepunkt, der stets zum Nullpunkt gewahlt wird; die Koordi- 
natenachsen werden (soweit vorhanden) in Symmetrieachsen oder Spiegelebe- 
nennormalen gelegt. Schneiden sich die Symmetrieelemente in einer Geraden, 
so besitzt der Hauptsymmetriepunkt einen Freiheitsgrad; ist nur eine Spiegel- 
ebene vorhanden, so hat er deren zwei, und beim Fehlen aller Symmetrie- 
elemente (Klasse C,) kommen ihm drei Freiheitsgrade zu. Innerhalb dieser 
Freiheitsgrade bleibt dann die Wahl des Nullpunktes willkiirlich. 

Fir die vergleichende Formenlehre ist es besonders wichtig, die Zusammen- 
hange zwischen den verschiedenen Symmetriegruppen zu iiberblicken. Dazu 
geht man am besten von der Fedorowschen Einteilung in eine kubisch-hypo- 
kubische und eine hexagonal-hypohexagonale Syngonie aus, wobei an dieser 
Stelle nur die Beziehungen fiir die tiblichen Aufstellungen der Kristalle beriick- 
sichtigt werden sollen. Fiir die vergleichende Kristallkunde sind natiirlich noch 
allgemeinere Zusammenhange wesentlich. 

Als eine in sich gliederbare Einheit wird die Grundtafel der acht aus xyz, 
[wvw] oder (AR/) durch Vorzeichenwechsel ohne Vertauschung ableitbaren Gré- 
Ben aufgestellt. (Vierergruppe mit Operationen zweiter Art.) Minuszeichen 
werden iiber den Koordinatenwert oder Index gesetzt, und die einzuhaltende 
Reihenfolge geht aus Figur 1 hervor. 

Die Tafel zerfallt in eine Kopfzeile o,, eine Endzeile o, und drei Doppelzeilen 
a, By innerhalb des Quadrates. In der ersten Doppelzeile « ist der erste Wert 


1) P. Nicett, Experientia 2, 836 (1946). 
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Tabelle 1 
Symmetrieopevationen dey 32 Kristallklassen 
Aeneas y Sechs- bzw. dreizahlige achse Vierzahlige Achse Ejinzelelemente 

fe S6 S6 ts fo ty S4 fe to Sp sol ft 
O, 48 4-2 14-2 BCE) |e Staelees} 6 3+6 il il 
O 24 4-2 3-2 5 6 1 
ike 24 4-2 BE2 "3 6 1 
T, 24 4-2 |4-2 3 3 1 1 
ae 12 4-2 3 il 
De, | 24 2 Zz Ps 2 1 S53) Se Sera a iN 
Ds 12 Z 2 il ghee 3} 1 
Gr lz 2 , 1 33 il 
Dy 2 2 2 3 3+1 1 
Cane l2 LD Zz Z 2 i it 1 1 
Cy 6 2 2 1 1 
Caro 2 2 1 1 
Dyq | 12 72 2 3 3 iL 1 
Ds 6 2 3 1) 
Czy 6 : 2 3 il 
C3; 6 ez, 2 1 il 
C5 3 2 ul 
D,;, | 16 2 2 il 24+2 |24+2+41) 1 it 
D;, 8 2 il 2+2 1 
a 8 2 1 2+ 2 i 
0: 8 2 1 2 2 a 
Cay, 8 2, 2 iy 1 i ik 
C, 4 1 il 
Sy 4 2 1 1 
Dop, 8 1+14114+1+41) 1 1 
D, 4 14+1+1 1 
oP 4 1 i el il 
Con fe : : : ; 
Gaol 2 J : 
C 2 1 1 
é, 2 1 1 
Cabit : 


des Tripels durch sein Vorzeichen ausgezeichnet, und zwar ist gegentiber der 
Kopfzeile in «, das Vorzeichen des ersten Wertes umgekehrt, in « sind es die 
Vorzeichen des zweiten und dritten Wertes. In analoger Weise wird in f der 
zweite und in y der dritte Wert ausgezeichnet. Die ausgezeichneten Werte sind 
zur bequemeren Ubersicht mit einem Kreis umrandet. In der Endzeile wechseln 
alle Werte der Kopfzeile ihre Vorzeichen. Hat man sich diese Beziehungen 
einmal eingepriigt, so geniigt natiirlich die Darstellung der Figur 2; sie bildet die 
Leerform fiir die spater einzufiihrenden Charakterentafeln der Raumgruppen. 
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Wenn alle acht den Zeilen entsprechenden Werte zur Form gehéren, liegt 
die Symmetrie D,,, vor; die Tafel Figur 2 als Ganzes kennzeichnet also die Sym- 
metrie der Punktgruppe D,,. Fallen gesetzmaBig Zeilen aus, so wird die Zahlig- 
keit der allgemeinen Form herabgesetzt, und die Symmetrie entspricht nur noch 
einer Untergruppe von D,,. Das Fehlen der Zeilen wird am Rande durch Striche 
an Stelle von o,, %& usw. angegeben. So bedeutet Figur 3, daB nur xyz, xyz, 
xyz, xyz zusammengehoren, das heiBt, daB die Symmetrie C,, vorliegt. 


Fig. 1 ‘Fig. 2 Fig. 3 
Grundtafel fiir Koordinatentripel. Leerformen der Charakterentafeln fiir Dg, und Cg, 


Fiir Symmetrien des tetragonalen und kubischen Systems kommen nun wei- 
tere, analog gebaute Tafeln mit neuen Kopfzeilen hinzu, in denen auch Vertau- 
schungen gegentiber x yz bzw. [wvw] oder (hk/) auftreten. Die Wertetripel dieser 
Tafeln werden auf dieselbe Weise durch Vorzeichenwechsel aus der neuen Kopf- 
zeile gewonnen, wie das in der Grundtafel der Fall war. In der hypokubischen 
Syngonie gelangen folgende Kopfzeilen zur Verwendung: 


XYZ Y2x Zuy YXZ ZX xZy 
bzw. Uvw VWU WUV vuw wWvu UW 
bzw. hkl klh lhk khl ikh hlk 
Bezeichnung 
der Tafeln: G G' G" K < ihe 


In der hypohexagonalen Syngonie sind zur Verwendung von dreigliedrigen 
Symbolen im orthohexagonalen Bezugssystem drei Tafeln erforderlich mit den 
Kopfzeilen : 


YZ %yY1% XgVo%q, Worn % = —2(X+ 9), W=F(3%—-—Y), B= 
DZW. UVW U1, Wy UgVyWs ty = —$(x— 9), 2 =—-$(3%4+ 9), B=—Z 
bzw. HkL Ayhyly Ighole fir a=)/3b 


Bezeichnung der Tafeln: 
Gr (ones FT) oT tok 
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Jetzt lassen sich fiir alle 32 Kristallklassen die zu den Formen allgemeiner 
Lage gehorigen Koordinaten- und Indizestripel angeben, indem man die fiir 
normale Aufstellung in Tabelle 2 aufgefiihrten Zeilen der verschiedenen Tafeln 
beniitzt. 

Man sieht, daB in den Symmetrieklassen, die keine selbstandigen Tetra- 
gyroiden enthalten, die Zeilenauswahl in allen gleichzeitig verwendeten Tafeln 


Leerformen der Charakterentafeln fiir D, und Tj. 


dieselbe ist. Deshalb ist lediglich zur Beschreibung von S,, D,, und Tq die Zei- 
lenauswahl fiir zwei verschiedene Tafeln anzugeben; in allen andern Fallen 
kommt man unter Angabe der verschiedenen Kopfzeilen mit einer einzigen 
Tafel aus. 

Jedem durch das Wertetripel einer Zeile charakterisierten geometrischen 
Element ist eine bestimmte Symmetrieoperation eindeutig zugeordnet, die das 
in der Kopfzeile von G gegebene Ausgangselement in das betreffende Element 
iiberfiihrt. So geht etwa der Punkt 7 yx aus x yz durch Drehung um 90° (/,) um 
die Richtung [010] hervor. Tabelle 3 enthalt fiir jede Zeile die Deckoperation 
und die Indizes der zugehérigen Symmetrieachse oder Symmetrieebene. 

Zwei Beispiele sollen die Darstellungsweise erlautern: Aus Figur 4 liest man 
ab, daB fiir die Punktgruppe D, die Zeilen 04, &,, B, und y, der Tafeln G und K 
als gleichwertig zusammengehéren. Die allgemeine Form enthalt also etwa fiir 
<xyz> die Punkte xyz, x2, XYZ, Kz, YX2, VX2, YXZ, yxz. In ahnlicher Weise — 
erhalt man aus Figur 5 die in der Punktgruppe T, zur allgemeinen Form 
<(hk1)> gehorigen Flachen als (hk/), (hkl), (Wk), (Akl), (RUM), (Rtn), (RIA), (Rh), 
(ink), (Lhk), (hk), (Lhk), (kh1), (RAL), (RAL), (Rh1), (LRA), (LRA), (LRA), (RA), 
(hik), (Alk), (htk), (AUR). 
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“+h yy 80 4 Yo: 
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{ 4 Spy A 
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Tabelle 3 
Zeilen Tafeln (Kopfzeilen) und Symmetrieoperationen 

G(% yz) K(y #2) H =G(# yz) 
Oy hy f,[001] A 
ue S,(100) Sp(110) s,(100) 
aX f,[100] f.[110] fo[100] 
By 5(010) 5(110) $(010) 
Bs f[010] fo(110] f_{010] 
71 s,(001) s,[001] s,(001) 
V2 f,[001} f,[001] f.[001] 
o2 Sy s,{001] sh 

G"(y zx) K' (zy x) H' (x1 y12;) 
Oy fs(111) f,{010] fs[001] 
Oty se(111] s(101 sy(110) 
omy joilt) fo(101] #,[130] 
By s6{111] 54{010] s9(310 
Be f,(111] f4{010] fo[110] 
V1 sg[111) s,(101) s,(001] 
Vo fs(111] fo[101] f_(001] 
De sg{111] $,[010] s6[001] 

G" (zx) K" (x27) IEE Bae) 
O71 fs{111] f,[100] f3[001} 
Oly sg(111] 54{100] s9(110) 
Oy fe(111] f,{100] fo{130] 
py (it s,(011) sy(310) 
Bs fa(111] f_{011] fo[110] 
vs spfl4at] s(011) 5g(001] 
V2 fs{111) f,{011] fs(001] 
0» s4(111] s,{100] s4(001] 


b) Raumgruppen 


Zu jeder kristallographischen Punktgruppe im Scheinkontinuum sind im 
allgemeinen verschiedene Raumgruppen des Diskontinuums isomorph. Der Ver- 
gleich dieser Raumgruppen mit der zugehérigen Punktgruppe ergibt folgendes: 

1. Vorzeichenwechsel und Vertauschungen von Koordinatenwerten oder 
Indizes der Formen bleiben bei analoger Aufstellung gleich wie in der isomor- 


phen Punktgruppe. 


ZAMP II/15 
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2. Zu den Koordinatentripeln gleichwertiger Punkte kommen ZusatzgroBen 
hinzu, die durch den Gitteraufbau, das hei8t durch den Ersatz der gew6hnlichen ~ 
Identitatsoperation durch eine Translationsgruppe, bedingt sind. Sie entspre- 
chen Zusatztranslationen oder Verschiebungsvektoren. 

3. Ist eine solche Zusatzgr6Be gegeben durch a/m, b/n, c/p, so umfaBt sie 
auch die unendliche Mannigfaltigkeit aller GréBen a/m + ta, b/n+ tb, c/p+-te 
mit beliebigen positiven oder negativen ganzzahligen ¢. Um diese der Raum- 
gitterstruktur entsprechende Periodizitat zum Ausdruck zu bringen, sollen die 
translativen Zusatzgr6Ben durch eine Winkelfunktion gekennzeichnet werden. 
Dazu setzt man die Einheit a, 6 und c je gleich 2 und bezeichnet die Werte 
cos (2 2/m) baw. cos (2 2/n) bzw. cos (2 2/p) als die entsprechenden Charaktere 
der Zusatztranslation. 

4. Die in den Raumgruppen auftretenden Zusatzgr6Ben zerfallen in drei 
Arten: 

A. Die Zusatzgr6Ben, welche die zu einem Punkt translativ identischen 
Punkte ergeben, kennzeichnen die Tvanslationsgruppe. Fir die Basispunkte 
eines primitiven Parallelepipeds x + ¢a, y+¢b, z+ ¢c werden die Charaktere 
cos ¢ 22 = 1. Fir mehrfach primitive Parallepipede kommen aber weitere 
Charaktere dazu, namlich: 


: Basisflachen- Innen- oes _ : 
Elementarparallelepiped canner sani Allseitig flachenzentriert 
Bezeichnung Cc Bg F 
Zusatzliche Trans- ta+ib ta+tb+te ta+itb|ta+tc|ib-+i 
lationen (mit¢ungerade)}| ~~ 9 > D> ne (oie. |" o> = aor 
Zusatzliche Charaktere rit aid 114 111 Lit 


Raumgruppen, in denen alle Symmetrieelemente der isomorphen Punkt- 
gruppe als solche erhalten bleiben und deren Hauptsymmetriepunkte infolge- 
dessen die Symmetriebedingungen der Punktgruppe besitzen, werden sym- 
morphe Raumgruppen genannt. 

Wenn der Hauptsymmetriepunkt zum Nullpunkt gewahlt wird, sind die 
symmorphen Raumgruppen mit einfach primitivem Parallelepiped durch Ei- 
setzen der Tvanslationscharaktere 1 in die Leerform der isomorphen Punkt- 
gruppe vollstandig gekennzeichnet. Ist das Parallelepiped mehrfach primitiv, so 
treten die oben angegebenen weitern Translationscharaktere dazu, die, weil 
sie fiir alle Zeilen gelten, als Operatoren iiber die Kopfzeile geschrieben werden. 
So stellt jetzt Figur 6 die Charakterentafel der zu D,, symmorphen Raumgruppe 
mit einfachem Parallelepiped, also Di,, dar; die Koordinaten gleichwertiger 
Punkte der Elementarbasis sind dieselben wie fiir Figur 1. In Figur 7 ist die 
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Charakterentafel der zu C, , symmorphen basisflachenzentrierten Raumgruppe 
Cz gegeben. Hier erhalt man die gleichwertigen Punkte der Elementarbasis 
durch zusdtzliche Anwendung des Operators als xyz, xyz, xyz, % yz; «%+4, 
Yr ee, e+ 4, V+ 425K +4, 9 +4 254448, 94+4,2. 


ee 9 


DI © 


nn 


Cres 


Fig. 6 Fig. 7 


Charakterentafeln fiir D3, und C4i. 


Die Ubertragung auf andere Raumgruppen mit mehreren Tafeln bietet 
keine Schwierigkeiten. 

B. Ein neues Problem fiir die Raumgruppendarstellung bildet die Nullpunkts- 
_ wahl..Getreu dem Prinzip, die Symmetrie und Metrik der Kristallraume bei der 
Beschreibung auszuntitzen, wird man, wenn immer eine Symmetrie vorhanden 
ist, den Nullpunkt in ausgezeichnete Punkte legen. In den Beispielen Figur 6 
und 7 diente dazu der Hauptsymmetriepunkt. Nun sind aber etwa in C3} bezo- 
gen auf den Nullpunkt mit der Symmetriebedingung C,,, auch noch die geo- 
metrischen Orter[001] 43,[001]3.3,[001]33, [001]: durch Symmetrie ausgezeichnet : 
sie entsprechen Digyren, die zugleich Schnittlinien zweier Gleitspiegelebenen 
sind. Auch sie kénnten zum Nullpunkt gewahlt werden. Es stellt sich somit all- 
gemein die Frage nach dem Einflu8 einer Nullpunktsverschiebung um 1, V2, U3 
auf die Koordinaten gleichwertiger Punkte und auf die Charakterentafeln. 
Werden die v in Bruchteilen der Elementarkantenlangen angegeben, so zeigt die 
Durchfiihrung der Transformation, da allgemein die Koordinaten mit nega- 
tivem Vorzeichen, und nur diese, Zusatzgr6Ben erhalten, und zwar kommt 
—V,=20, 2 %, —V,=20, zu ¥ und — V;= 2uv, zu 2. Soll also der neue 
Nullpunkt etwa in v,, v, 0 zu liegen kommen, so werden neue Zusatzgr6Ben nur 
bei den #- und y-Werten auftreten. Somit erhalt man fiir die Koordinaten zu- 
sammengehoriger Punkte in C3} bezogen auf einen Nullpunkt, der um 4, 4, 0 
gegentiber demjenigen der Figur 7 verschoben ist, die Werte «yz; ¥ — 3, y, 25 


2, 
ae fe ry ; 9 Reyes em ren 
x, Via eh; a; oe ee Ni teks x% + 4, y + 4, &, %X, Viet es Sea 2) V, 4; Xx, 


sth 
Die Charakterentafel von C3} bezogen auf diesen neuen Nullpunkt ist in 


Figur 8 dargestellt. 
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Verschiebt man in D}, (Figur 6) den Nullpunkt ebenfalls in den Punkt 4, }, 0, 
der nun allerdings keine Symmetrieeigenschaften mehr besitzt, so erhalt man 
als Charakterentafel Figur 9. Die Zeilen miissen jetzt einzeln geschrieben 
werden, da die Charaktere in einer Doppelzeile nicht mehr dieselben sind. In 


”" . 
Cay CNatipunkt in C2) 


Fig. 8 Fig. 9 
Charakterentafeln fiir C}1 und D3, mit anderer Nullpunktswahl. 


Abschnitt C wird gezeigt, wie man die Aquivalenz der Figuren 7 und 8 oder 6 
und 9 sofort erkennen kann. Werden neben der Grundtafel G noch andere 
Tafeln gebraucht, die in der Kopfzeile schon Minuswerte oder Vertauschungen 
aufweisen, so sind fiir das Einsetzen nicht die Minuszeichen an sich, sondern 
die Vorzeichenwechsel gegeniiber der Kopfzeile maBgebend; ebenso gehéren 
die V,-, V,- und V,-Werte stets zu den Feldern der 1. bzw. 2. bzw. 3. Spalte, 
gleichgiiltig ob sie nun x, y und z vertauscht enthalten oder nicht. 

_C. Gegeniiber einer Punktgruppe kénnen in den zu ihr isomorphen Raum- 
gruppen statt der Spiegelebenen Glevtspiegelebenen, statt der Drehungsachsen 
Schraubenachsen auftreten, und es braucht keine Hauptsymmetriepunkte 
mehr zu geben, die denen der Punktgruppe entsprechen. In den gewéhnlichen 
hemisymmorphen Raumgruppen bleibt wenigstens die Untergruppe der reinen 
Drehungen als Symmetriebedingung einer Punktlage erhalten; sind auch die 
Drehungsachsen teilweise oder vollsténdig durch Schraubenachsen ersetzt, so 
spricht man von asymmorphen Raumgruppen. Der Ersatz einer Spiegelung 
durch eine Gleitspiegelung erzeugt in der Koordinatentafel von G bei den posi- 
tiven Koordinaten der zur Operation gehérigen Tripel zusitzliche Gleitkompo- 
nenten. Ahnlich kommen bei Einfiihrung einer Schraubenachse an Stelle einer 
Drehungsachse zu der positiven Koordinate des entsprechenden Tripels Schrau- 
bungskomponenten hinzu. So gehéren als gleichwertige Punkte zu x, y, z 


Ee ues TED wenn (100) Gleitspiegelebene mit b/2 als Gleitkomponente, 
»Y + 2,2+ 4, wenn (100) Gleitspiegelebene mit (b + c)/2 als Gleitkomponente, 


x + 4, Y, 2, wenn [100] Schraubenachse mit a/2 als Schraubungskomponente 
ist usw. 


x 
x 
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Die kleinsten zur Darstellung der Basis benétigten Gleitkomponenten diirfen 
nur die Halfte einer einfachen Identitatstranslation betragen, die Schraubungs- 
komponenten einer n-zahligen Achse kénnen die Werte 1 [n, Zn, ..., (n — 1)|n 
der Translation in der Achsenrichtung annehmen. 


X(T, + Vy) 


X-V, Y-V, Z-y, % 
Fig. 10 
Verallgemeinerte Koordinatentafel fir Raumgruppen D,, und ihre Untergruppen. 
Deutung der Koordinatenwerte in der verallgemeinerten Grundtafel. 


In den hemisymmorphen und asymmorphen Raumgruppen gibt es keine 
geometrischen Orter, die gleichzeitig allen die isomorphe Punktgruppe charak- 
terisierenden Symmetrieelementen angehoren. Es sind Symmetriesdtze!) aufge- 
stellt worden, die zeigen, wie fiir eine gegebene Translationsgruppe, fiir Gleit- und 
Schraubungskomponenten die Symmetrieelemente zueinander liegen miissen. 
Danach ist eine Raumgruppe schon durch die Art der Symmetrieelemente und 
die Translationsgruppe eindeutig bestimmt. Da nun aber im allgemeinen kein 
Punkt mit der vollen isomorphen Punktsymmetrie vorhanden ist, wird die 
Nullpunktswahl mehr oder weniger willktirlich, selbst wenn man daran festhalt, 
daB dafiir nur ausgezeichnete Punkte auf Symmetrieelementen in Frage kom- 
men. Damit wird die Frage nach der Aguivalenz von Tafeln verschiedener Auf- 
stellung zu einem Grundproblem. Die Lésung ergibt sich aus der Darstellung 
der verallgemeinerten Koordinatentafel G in Figur 10, die alle monogonalen und 
digonalen Raumgruppen umfaBt und deren GesetzmaBigkeiten auf die tibrigen 
Tafeln mit verinderten Kopfzeilen ohne weiteres tibertragen werden kénnen. 
Darin bedeuten die 7-Werte bei den positiven Koordinaten die durch allfallige 
Gleitungen und Schraubungen erzeugten Zusatztranslationen. Die schon als 
Operatoren herausgegriffenen eventuellen Zusatze der Translationsgruppe sind 


nicht mehr hingeschrieben. 


1) P. Niacx1, Geometrische Kristallographie des Diskontinuums (Leipzig 1919). 
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T, , sind allfallige Schraubungskomponenten, die in G (mit keiner Achse der 
Zahligkeit > 2) nur 0 (Drehungsachse) oder $ (Schraubungsachse) sein kénnen. 

T,; mit i + 7 sind allfallige Gleitkomponenten der entsprechenden Symme- 
trieebenen, die in einfachen Elementarparallelepipeden nur 0 oder 3, in mehr- 
fach primitiven auch } und ? sein kénnen. In jeder Gesamtspalte verschwindet 
die Summe der 7. 

Die V; zeigen als v, = V,/2 usw. die Koordinatenverschiebung des Nullpunk- 
tes an gegeniiber einem vorhandenen Symmetriezentrum oder einem Punkt, in 
dem ohne Lageanderung der iibrigen Symmetrieelemente ein Zentrum dazu- 
kommen kénnte. 

Die verallgemeinerte Tafel hat folgende Eigenschaften: 

1. Fiir die Art der Deckoperationen bzw. Symmetrieelemente sind in jeder 
Zeile nur die unterstrichenen GréBen T; ; bzw. T,; maBgebend; zusammen mit 
der Translationsgruppe kennzeichnen sie die Rawmgruppe als solche. In sym- 
morphen Raumgruppen sind alle T = 0, in hemisymmorphen Raumgruppen 
gibt es nur von Null verschiedene 7;; mit 7 + 7, und in asymmorphen Raum- 
gruppen treten auch unter den T7,; von Null verschiedene Werte auf. Raum- 
gruppen, die sich in den 7-Werten voneinander unterscheiden und deren 
Darstellungen nicht durch symmetriegemaB erlaubte Zeilenvertauschungen aus- 
einander hervorgehen, sind verschieden. Darstellungen mit tibereinstimmenden 
T sind einander dquivalent und beziehen dieselbe Raumgruppe lediglich auf 
verschiedene Nullpunkte. Damit ist das Aquivalenzproblem gelést. 


2. Die (T;; + V;)-Werte bestimmen die Entfernung der betreffenden Sym- 
metrieelemente vom gewahlten Nullpunkt. Die gegenseitige Lage der Symme- 
trieelemente ist durch Symmetriesatze festgelegt, und zusatzliche Nullpunkts- 
verschiebungen treten als — V,/2, — V,/2, — V;/2 in Erscheinung. Verschwinden 
daher die V;, so ist ein vorhandenes oder hinzufiigbares Symmetriezentrum zum 
Nullpunkt gewahlt worden. Die beiden Zeilen einer Doppelzeile unterscheiden 
sich dann nicht mehr voneinander, und man erhalt die veduzierte Form der 
Koordinatentafel. 


3. Aus der Symmetrielehre folgt, da8 fiir einen wenigstens auf einem Sym- 
metrieelement liegenden Nullpunkt auch die V; im einfachen Parallelepiped nur 
die Werte 0 oder } annehmen kénnen, bei mehrfach primitivem Parallelepiped 
gegebenenfalls auch } oder 3. 

4. Aus der Koordinatentafel G mit ihren ZusatzgréBen laBt sich sofort die 
. Charakterentafel G hinschreiben. Figur 11 zeigt die Form der verallgemeinerten 


Charakterentafel, wobei die Charaktere den folgenden Bedingungen gentigen 
mussen : 


Ys= 1, Mii = Ccos2a (Tj; + ¥;); Xj = COS2N Lie, 
¥o3 = cosZ2 x V,, ¥59= COS2 Trey Xen = COS2 7 (T;; + V;) . 
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Als Zahlenwerte fiir die Charaktere kommen in G nach der genannten Voraus- 
setzung nur 1, 1 oder eventuell 0 in Frage. 

5. Alle Charakterentafeln monogonaler und digonaler Raumgruppen, die 
fiir die vorhandenen Zeilen in den (in der Figur unterstrichenen) Werten 745, 
Maz Yor X23 Asv Ase UNA 471, 749, 733 ibereinstimmen, entsprechen, unbekiimmert 


% 
Fig. 11 Fig. 12 Fig. 13 


- Bezeichnung der Charakteren in der Reduzierte Charakteren- und Koordinatentafeln G. 
verallgemeinerten Grundtafel. 


um die tibrigen Charakterenwerte, der gleichen Raumgruppe in analoger Auf- 
stellung, sind also dguivalente Darstellungen mit verschiedenem Nullpunkt. 
Man sieht sofort, daB das etwa fiir die Figuren 7 und 8 und fiir die Figuren 
6 und 9 zutrifft. 

6. Eine andere Aufstellung infolge Vertauschung der Koordinatenachsen 
verdndert nur die Reihenfolge der Charaktere in der Matrix. Die y;,; bleiben 
auf der Hauptdiagonale, und die zusammengehdrigen y;; und y;; werden nicht 
getrennt?). 

7. Fiir eine gegebene Raumgruppe mit bestimmter Aufstellung entsteht die 
reduzierte Charakterentafel, wenn V,=V,=V,;=0, also y;;= ;; wird, das 
heiBt, wenn der Nullpunkt in einem vorhandenen oder méglichen Symmetrie- 
zentrum liegt. Dann gehért in zentrosymmetrischen Gruppen zu x yz stets %z, 


und die Charakterentafel G nimmt die Form der Figur 12 an. 
Bezeichnet man mit x’ usw. die Koordinaten einschlieBlich ihrer Zusatz- 


translationen, so gibt Figur 13 die reduzierte Form der Koordinatentafel G. 
Darin sind wieder in den Zeilen «,, 8, y, die Koordinatenwerte im Kreis negativ 
und die andern positiv in Rechnung zu stellen, in den Zeilen %, f2, ye gerade 


umgekehrt. 


1) Siehe auch P. Niacu1, Acta crystallographica 2, 263 (1949), und 3, 429 (1950). 
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8. Die in der G-Charakterentafel auftretenden, fiir die Symmetrieebenen 
kennzeichnenden y,; der o-, B,-, y;-Zeilen sollen kiinftig s-Charaktere genannt 
werden, und die fiir die Symmetrieachsen kennzeichnenden (mit Kreisen um- 
randeten) y;; der %-, Bo-, Y2-Zeilen d-Charaktere. Fiir die Ableitung der Sym- 
metrieelemente aus den Charakterentafeln sei auf die unter 6 zitierte Arbeit 
verwiesen. 

9. Treten neben G noch andere Tafeln auf, so sind sie genau wie die zuge- 
horige G-Tafel zu behandeln. Die Analogie bezieht sich dabei auf die Lage der 
Felder und die Vorzeichenwechsel gegeniiber der Kopfzeile, nicht etwa auf die 
GréBen x, y, z. Besitzen schon die Kopfzeilen gegeniiber denjenigen der Punkt- 
symmetriedarstellung von Tabelle 3 Zusatzgr6Ben, wie das bei hdherzahligen 
Achsen méglich ist, so sind diejenigen der G-Tafel naturgemaB hinzuzufiigen, 
so daB die resultierenden Charaktere in den K-, K’- und K"”-Tafeln andere 
Werte annehmen kénnen als diejenigen in G. 

Auf Grund der gegebenen Satze 1aBt sich fiir alle Raumgruppen mit allen 
Aufstellungen und Nullpunkten von kristallographischer Bedeutung das Sy- 
stem der Koordinatentafeln und Charakterentafeln aufstellen. Damit ist der 
Gitterkomplex <x yz> beschrieben. Sofort ist ersichtlich, ob Darstellungen mit 
verschiedener Nullpunktswahl gleichen oder verschiedenen Raumgruppen ent- 
sprechen. Ist eine Darstellung, etwa die iiblicherweise verwendete reduzierte 
Charakterentafel, bekannt, so kénnen die Auswirkungen jeder Nullpunktsver- 
schiebung angegeben werden. Begniigt man sich bei der Beschreibung der 
Komplexe von Netzebenenscharen und Gittergeradenscharen <(hkl)> und <{uvw]> 
mit den der Punktsymmetrie entsprechenden, die Richtung kennzeichnenden 
Formen, so braucht man die Raumgruppencharaktere nicht zu beniitzen. In 
gewissen Fallen wird aber wie die Gitterform <xyz> auch die Scharenform 
<(hkl)> gute Dienste leisten; sie ist dann in ahnlicher Weise durch die Charak- 
terentafeln bestimmt. Damit sind die Grundlagen fiir eine Ausniitzung der 
Formengliederung bei den Summationsverfahren gegeben. 


(Eingegangen: 6. 4. 1951.) II. Teil folgt in ZAMP II/5. 


et. 
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On the Remainder of the Runge-Kutta Formula in the Theory 
of Ordinary Differential Equations 
(From communications to A. M. Ostrowsk1) 


By Lupwic BIeBerBacH, Berlin 


Let (%9, Vio, «++» Vno) be a particular system of values assigned to the real 
variables (%, y,,..., ¥»), such that within a domain defined by the inequalities 


|x~—%| Sa, | — Mol S 4, (4=1,2,...,m) (1) 
the functions 
CE Pe ces (Ages Wares) (2) 
and their derivatives 


Of, 
ORS U4 3 
Ox oy’ say dykn (3) 


are one-valued and continuous. 
Let M and N be positive numbers and such that in (1) 


of M 
| =N, | ox? Oyh : oykn = Nate thn-1 ’ (O< U 4) (4) 
jee i 
and that 
aN Sb, aM 51. (5) 


Let y,= y,(x) (A =1, 2, ..., ) be the solution of 


ad = 
PE ty Yup oes Vn) (A=1,2,...,”) (6) 


which reduces to Vy) for x = %. 
Put 


Ray = fy (%o» 10> +++ Vno)> 


(Bd) ae 0 
= fi 5 2a ie Vio kiya st) Wager ng 2 ), 


a—% 
» Vio + Are =, 1s Yaa + na 25") 


( 
(%0+ 

s a e 
( 


a = 1 Xo + (% — Xo), Vio + Fis (x — %9), + Yno + na (% = %0)) > | 
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xX — Xo 


Yaa = Yao + 6 (Ryy + 2 Ryo + 2 Rag + Ry). (8) 


These conditions being satisfied, the y, are approximated by the y,, in the 
interval | « — %)| <a in such a way, that 


n® (1+ n) 
I¥4— Maal S| 4 — r0|® [MEN =~ S*™ . 0.01666... 
+ Men 2s" (0.78333... + 0-31250 
+ 0-125 n?) 
4+ yaw 2it 2D" 4555. 60s 
4+ 1.3541666... 22 
+ 0-680555... 8 
4 0-15625 n4 
+ 0-0208333... 25) b (9) 
(n+ 1)4 
+ MN“ (0.27222... + 055555... 


+ 1-0763888... 1? 
+ 0-95659722... 3 
+ 0-566840277... 4 
+ 0-200086 8055... ”° 
+ 0-046440972... n§ 
+ 0-006 0763888... 27 
+ 0-000434.0278 n8) | 

in |% — x | Sa. 

In particular we have for n= 1, that is for the solution y(x) of dy/dx=f(x, y): 


|y — ¥o| S |x — x9|5[M N 3-680642361 + M2? N 5-3618055... 
+ M* N 1.220833... + M*N 0.01666...] (10) 
- 5 ’ M4 —7 1 


in |x — x | Sa). 

The formula of RuNGE-Kurta gives a better approximation than (9) for 
the solution of special types of differential equations. 

For instance there let be given a differential equation of the n-th order 


d”y eal n— 
ya el ey re 4 on (11) 


1) L. Brespersacn, Theorie der Differentialgleichungen (Springer, Berlin 1923). 
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Put 
ee ey ey, = yer | 
F%, Vns Vans --+3 Va) SAX, Vas Vas») Vn) 7, ott2) 
VARY TR een) (Am 23508 7) | 


Then the equation (11) is equivalent to the system 


d 
Say Pee ad ee ee 2) ie) 


The conditions (4), (5) being satisfied—out of which follows in particular 
M=21,0< a4<1-—the y, are approximated by the y,, defined by (7), (8) in 
such a way that for m = 2 


| v1 — Vial S| % — %|°{ M N 53-714371744 791 666... 
+ M2 N 30.293142361111... 
+ M® N 3-154166666... 
+ M* N 0.025} = |x — x9|5 R(2) 


lve — Veal S| % — %|5 {IN 0-919379340277... 
+ M N 1-986631944... 
+ M? N 0-786458333... 
+ M?* N 0.025} 


and, that for ~ = 3 


1 — dal S |* — x |2 {MN (— 0-116878255 208333... 
+ 0-876 388888... 7 

+ 1-607552083333... n? 
+ 3.660156 25 n? 

+ 1.241514 756944... n4) 


4+ M?2N (— 0.021614583333... 
+ 1-44453125 n 
+ 3.375 520833333... 12 
+ 1.743576 388... 23) 


(15) 


—_— 


+ MN (_ 0-225 + 0-635416666... 7 
+ 0-414583 333... 1?) 


+ M4N (n+ 1) 0.008333...} = |x — x9|® R(x) J 
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lve— Yea] <|x—%ol®{N  ( 00009765625 
— 0-009 114583333... 
+ 0-048828125 n? 
+ 0-062934027777...n* 
+ 0-014865451 388... 14) 
+ M N (—0-0359375 + 0-1296875 (16) 
+ 0-266 145833... n? 
+ 0-087326 388... 13) 
+ M?N( 0-069791666... + 0-177083333... 
+ 0-090625 n?) 
+ M3 N (n+ 1) 0-008333...} 
lvs— Veal S|x—-%o|°{N (0003689236111... 
+ 0.011284 722222... 
+ 0-011 71875 n2 
+ 0-004340277... 3 
+ 0-000217013888... 74) (17) 
+ MN (_ 0-010416666... 
+ 0-045833333... 2 + 0-01875 n°) 
+ M? N (n + 1) 0-008333...} | 
ye— Yeal Sx — %9/S At) _ MN (nm +1) 0.008333... (18) 
lv, — Val S| % — %|®N 0-008333... forA = 5. (19) 


y, being the (7 — 1)-th derivative of y, it follows from (14) and (15) by 
integration, that 


) ) vik = ~ 0 a 
y Ve = 5°7 Ree (4 + n) R(n) (20) 
for 


i — 
0 it alta in 


Therefore yi is an approximation of the solution y of (11) with a remainder of the 
(4 + n)-th order in x — xq. 
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The proof of these propositions is as follows. By derivation results from (7) 


Ge = 5 th tt : 
2 


ax Bo 0% OYo 8 
he (2 62 han 3g hah) 
Gat = ape ao By eR Fer + SF O56 Dye Tas 1 Mot 
+ 2. ye dye Oye = ee dy, Per Bon ba), (21) 


O*f, 
ss 42. OX OV9 Oc Oe For Bor Bea 


O*f, 
, A 9Ve OVa OVr OVy Fon fa Ret ba) 


AR jx (% — Xo) 
ax 


= hy + hyp (% — Xp), 


A*R ja (*% — %,) 


See re 


d 2 
(22) 
Sat = 3 By + Hh (2 — ma), 
sae Se EN (eta 
Further is 
dR jg i Gy 1 Of,  dRoo(¥ — %o) 
= tek ie ; dx j 
ax 2, Ox 2 . OVe 
dthy, | 1 (52 O?f, _dRga(* — %o) 
>) 
2 4 \ Ox? Ox Oy dx 
ax 7 a) (23) 


07h, Akos (* — %o) _ dhox(* — %9) \ 

2 pa) OVo OV ax ax } 
Of, Phos — 0) 

+ OVo ax* ; | 
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djs _ 1 (0%, 05f, dog (x — 0) 
adx* alee rid 2 Ox? OVo dx 
Of, AR. (* — Xo) ‘ Ahoy (* — Xo) 
rere dx dx 
OFF, _ dog (* — %o) 
spa} OVo OVa Oyr dx 


x 


dRog(% — Xo) b Aki (x — “0 
ax ax 


3 07h, a? Roo (¥ — Xo) 
rp Ox OVo dx? 


3 0%,  _ d®hog (x — %) ahaa (x — %9) 
ae) 0Vo OVo dx? ax 


Of, AR oa (* — %) 
; OV dx , 


ARog(¥ — %o)  adkry(* — Xo) 
ax 7“ dx 


Of, hess — 80 
r a OVo OVa OVr OV, dx 


ax ax ax 
a 3 ( O°f, —— d®hog (* at Xo) 


- Ako (* — %9) _ ARry(¥ — %o) _ dkys (*% — “it 


4 Ox? OVo dx? 


Ota d*Rox(¥ — Xo) — dRag(¥ — x») 
bs 2») Ox OV9 OVa kite ee ax 


a poser ER 
OV Oa OVr dx? 


QoT 


x, Mhox(% = %) | dhe (% — %) 
dx ; dx 


Pdi ota 7 d® ko. (x — aa) e. 


X OVo dx3 
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O°fa A*Roa(* — %)  ARog(¥ — %») 
1p Oe Vo dx? dx 
3 yy 0%, — d*hog(¥ — %) a *hag(¥ — 9) 
a Oe 0Ve dx? ; dx? (23) 
Of, d*Roo(¥ — %) 
5 OVo adx* 
dRo,(#¥ — # / 
aie o Bog + Rog (% — Xo); 
2 = 
Shes tel _ 2b, + BE (x — my), 
(24) 
3 pm 4 
gee Ta bE + RE (a — 2), 
heals = ¥0) 4 Ht HY (x — 
A*ky, _ O*f, O*f, Akos (¥ — Xo) 
Weg Ox4 a Ce 0x8 OVo ax 
O4f, __ dhog(x — 4) dhog(¥ — 0) 
us 2 Ox? OVo OVa dx dx 
O*f, dos (4 — Xo) 
(eA ° 
y a Ox OV OVe OVr dx 
dRog(¥ — Xo) dkr3(* — Xo) 
x dx ax 
aN 0*f, dkog(¥ — %o) ; dkog(¥ — %o) 
ah d dx 
OOtx OVo 0Vo OVr OV a (25) 


dx ax 


0%}, ahes(# — 0) 
OD aby de 
Q 


93 d2Ro,(% — %o)  GRog(#% —"*o) 
+ Dapp ae ca ir to) ia oes 0 


7900S da 
0° f, d*Rog(¥ — %o) 
oa pe) OVo OVo OYr dx* 


dhas (# = Bo) dkrs (x = 4%) 
a dx ; dx 


dRrs(¥ — %)  ARys(* — *o) 
Se . 
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d?kog (4% — Xo) 


0*f; 
- = Ox OVo 
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axe 
d*Ro3(¥ — %)  dhog(¥ — %o) 
ax® dx 


0*f, 
a a, OV OVe 


d*Ro3(% — Xp) 


d* Rag (4 — %q) 


O*f, 
7 = OVo O0Vo ; 


+2 Of, ; d*kog(¥ — Xo) 


ax? 


dx? 


OV axs . 

oe a ie 7 Dir fy + ES eran re i In 
PIG regronrr ar folohe + 32) ahr a 
pie Bog 

en ae RPS) ee at Pik meg rat 
+ eo Ox x Be OVr I In i 
+ & tyetnctyctyy lalate + 9S ga He 
ze Pa Ox cae f a x fo 
me a, Ove oe . it ote + Dine grr : at 
Digi dat et 3 get gle. ae 
te 

Finally, 

eee 


0? 
Bly ay re. ve 


ne oe 


OVg dx ° 


Sea et ae 


ZAMP 


(26) 
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From (4), (5), and (21) to (26) result the estimations 


lza| SN, || SN, braless Ls (27) 
AR go < Mhlapy d*R yo < wt h\ arn 
ee ee) MN: | 
a®h n+1)\8 ath ee i) 
A 
Fat] =(*Pe) mew, [She] s (4p) ae. | 
dR jg (* — # j 253 
ae 0) = hiya + Ria (x — %)| S ("5 )N, 
d*k 25 " i iL \e 
we *d | 2 Ria + hi (% — %)| S (+1) MN+ ("> NY 
(29) 
aki. (4% — Ff ii nt1\3 n+1\8 
Me %o) | 3 Ry + Ri (x %)| S3{ )un+("3 )N, 
4 = 1\2 1\4 
See | = (4B + RY (x — x)| $4(“S*) m+ (*S4) Ny, 
dhys | — (n+) (n+ 2) 
ax x 4 MN, 
ak js (n+ 1)? (4+ 6+ n?) aaz (n+ 1) 
7 ele 16 a ano 
ak, (m+ 1)? (8+ 28%+ 12? + n%) 
ae SS 64 ; 
(30) 
M?2N 3n (n+ 1)2 (x + 3) 
8 , 
d*k,; (n+ 1)4 (16+ 120+ 100 n?2+4 203+ n?4) 
se Sees 256 
4+ M2N uN sah aia 24n+ 3 n?) 4 M8N eee 
dRj3(% — Xo) n® + 3u+6 
dx a 4 ‘ 


A*Rj3 (4% — %o) <(n+1)2>MN +4 SUT cs N, 


ax? of 
dh jg (% — %y) 3n(u+1) yen 4 3(m+1)* (4412+ 3m) ary 
ax® 2 16 


TAN 


(m+ 1)? (8+ 28%+12n? + n?) N 
% 64 


ZAMP II/ 16 
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d4khj,(*% — %) ee On (n+ 1)2 (m+ 2) M2N 


ax* 4 
r (n+ 1) (2+ ae 9 n? + n) MN (31) 
i (1+ n)4 (16+ 120+ 100 n?2 + 20 3+ n4) N. 
256 
d*k, 9n? (n+ 1)? (6+ 5n+ 2n?) 
| ac = Men 4 
Y 3 (152+ 440+ 384n?+ 1963+ 45 n*+ 6n5) 
M2N n (n+ 1)3( 
+ Mn “+ D" (256 + 1040 m + 2280 n® + 2164 03 
+ 1304 24+ 461 n5 + 107 n6§ + 14 n7 + n8). | 
af, 
Ge | S@+1) MN, | 
4) < (n+ 1)?MN+n(n+1) MN, | 
Ha) < (n41)3MN+4n(n+1)2M2N + 02 (041) MEN, t (33) 
Ot) < (n+ 1)4MN4+11n(n+1)9M®N 4 1102 (n4+1)2M3N 


+n (n+1) MAN. 


As is well known, it is 


=0. (k=1,2,3,4; 4=1,2,...,”) (34) 


X= Xo 
Therefore, if all maxima relate to the range | x — x9| < a: 


ly, — Via S |~ — x5 


d*k, d4k d*k aor 

2 max |——_22.] + < ee Bl a1 eo aaa | sens 

é | ie dx* + 2max ax + max eee : max axe 
6:24 120 


(35) 


— ws Pai 4 49 : 5n 155 n2 551 38 
< |x x,| (MN (n +1) (eos +34¢+ a oti 


653 n4 461 n5 107 n& 7n? ns 
oe 9-211 9-212 Q- 212 ~ 9-211 pair) + 
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Sil 61% 65 n? 49 m8 Bae We 
+ MIN (n+ 1) n( 5, 9.25 aD a Q- 26 28 a | | 
35) 
3 ae 47 5” n? nel + 2) ) 
ee trl) eG are ih az) + MAN 1202 -{° 


From (35) follows the formula (9). 

I consider further the equation (11) of the »-th order equivalent to the 
system (12), (13). According to (4), (5), (12) we have M =>1 andO0<a<1. 
Now again (27), (28), (29) hold for 2 = 1. For 4 = 2, 3, ..., nis 
Ray = Va-1.0> Rig = Vaoao F iaa es | 
/ (36) 


x — Xp 


Re = Omang ai Rye FD , hag = We eae or hy 16 (x a Xo) | 


And hence we obtain 


ae SN ee 0 2,3). 0) G7) 
oe %o) DE A a i ee) | 
From (23) follows now according to (27), (28), (29), and (36), (37), (38) 
Bela) ™ | 
fate) ver [tates beeen 
in| aw [a Sneed te Se 
+men [1424 3 + (1+ 3) m*]. 
| (30) 
fetes me [dbo faeloe Be 


+ M3 N — (n+ 1)?. 
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ou “a = (x e a ae 
UN Xo) | < ee 53MIN + (-= “a in +o )N, 
re #0) | << = 1) m2N 
+ [Ere der (G2) ee 
+ | 24 nt (4+ q)nt+(14+ is) a 
stort) s ann[ss ts (ss das (04) 
+MN [—Z + (12+ )n + (29+ 3) 
+ (10+ =) n| 
+N lar — (1+ G5)" + 6 + 55) m2 
= (8 + 5) n> + (2 + =) ns] 
el ctttn, [Mel sear teeth, 
ane <3(*F) MN + 54) y, 
a] s2(ttt) ena he) y 
sa ME ¥) | = ies Ul N, | Abs Xo) | < 17+ ae +n? N, 
aa oe “al ee MN+N(zz + ag Mt aent+ i”): 
Stele 8| c6("24) arn 
be eee hoe ee eee h 
alsin, [el see 
So = Se eens ae ten 


(41) 
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en) | 


Bite 2) 7 | dh yy (x — %) 

aS | si, a | SAN, 

AR j3(% — Xo) aN, d*hjg(% — Xo) 240) Gies3 4 
ax3 a Zz _ ax ° x by) 
d*hy, 125, _ 3) 2 : 
gat) Sen [2+ ZB — (1104 2) n+ (1944 2) n 


15 LON Se 
+ (496 -[ =z) ne + (173 + a) nN 


n Mn |-6 sage (135 ii is) woe (398 nr 2) n2 


16 
: (227 + +) n| 
a M3 N {16 + a (58 + 5) n+ 45 m3). 


A*Rog dthy,(4 — Ho) 


ax* ax 


dha, = Ros (% — %) 


— dx4 ae 


atk y4 d*Ry 1.3(¥ — Xo) 


= a meee 
dx* ~~ dx4 e Aged 2 
Aiea Geae Al Ne we) ot GING (VS 
ge] s+ : Ea ee a 
fh) <n(wt+3)MN+ (141) MON, 
x 
a*f,) _ | 4h) < 1) MN 
dx? pepe eee en : 
Et te MEE eas d= 34,60) 
ax? | ax hee 
ae <MWN (—44+424 6n?+ n3)+ M?N (4+ 100+ 4n?) | 
x 
+ M3? N (n+ 1), (n = 2) 
he = (4 <MNn(n+3)+M?N (n+ 1), | 
aa aaa = 


/ 
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(44) 


(45) 


(46) 


(47) 


(48) 


(49) 


(50) 
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me ols N 
aes =|43 (n+1)MN, 
| d*f, d yim | < — 
et | = ae] SY Ate oa 
ak < MN [e(n) (n — 3) —10 — 12+ 1922+ 1003 + n4] 
+ M2N [e(n) (n+ 1) +454 51 n?+ 1173] 
+ M8 N (12+ 25-4 11 n?) 
+ M4N (n+1) [(m 2&2); e(2) =0; e(4) = 151 =3,4,. | 
0 ai a rit: 
52| = Fa | SMN (—4+40+ 602+ nd) 
+ M?N (44+ 10”+ 4n?) + M8N (n+1), 
a*f,| _ | a*fs f2 
FeV ae <Sn(n+3)MN-4 (n+ 1) M?N, 
a*f,| _ | a fs IN 
araleiers (n+1)MN, 
sb fa ef we 
Seer et ame pee SN. (A= 5, 6, n) 
Instead of (35) follows now 
1129 €(2) 637 e(n) \ 
li — Vial <|x— x,|5 (mn [5 O1a.3 Sores Cea) sys)” 
6173 2811 57 209 
v Biegee. a $30.38 i: (210.3265 | 
23 e(”) 
“ily M?N | — 98.3 ‘a 8.35 
f 1853 (2) 
2 (a3 5 mas) n 
6451 oe. 10047 4m, 
2-35 2732-5 n| 
9 183 199 
+ MeN Ee 2 “25.32 m+ 95.3.5 n?| 
+ MN (n+) aa} 
[e(2)=0; e(m)=1; n=2] 


(52) 


(53) 
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1 
[Ye — Yoal S|%— xol®(N [sic ag + - ia 


— 


145 ey 
n* 
28.32 210.32 | 


6.32.5 25.3 28. 32.5 


+ Mn [73 ||. 


+ Men | an: ie 17 ne 261 n?| 


(55) 


1 al 


MN (n+1) 


Ware cali hc 6| cerns aa pene 


N 
lv, — Mal S|¥% — %ol° Diagas (A235) (57) 


From these formulae follow the formulae (14) to (19). 

I compare the results of formulae (9), (14), and (20) for the differential 
equation of the second order (n = 2). 

The formula (9) gives then 


ly — ya] < |e — x9|5 {MN 165-4171875 


+ M2 N 127-38 + M? N 17-175 + M4N 0-025}. 


The formula (14) gives for y = y2 a better approximation. 
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But the best approximation gives (20) by integration of (14) for y' = Vy; 
Then 


ly — yt| <a —x9|* {MN  8-952395290798611.. 
+ M2 N 5-048857060185185... 
+ M3 N 0-525692992992992... 
+ M4 N 0-004 166 666666 666. ..}. 


Let be for instance N = 1, M = 2, |x — x»| S$ 1/10. 
Then from (9) we get 


812°5371875 


ve Va = 105 , 
from (14) 
8238476522774 
ly a Val = 105 


and from (20) 


‘i, — 42:383 229432 948573573... 
ly 7 va | — 108 * 


Zusammenfassung 


In (1) des englischen Textes seien die Funktionen (2) samt ihren partiellen 
Ableitungen (3) der ersten vier Ordnungen eindeutig und stetig erklart, und es 
mége noch (5) erftillt sein. Dann wird die durch y,(%,) = v,) (A= 1, 2, ..2, 2%) 
bestimmte Lésung y, der Differentialgleichungen (6) in |#— x | Sa durch die 
Runge-Kuttasche Naherung (7), (8) bis auf einen Fehler approximiert, fiir den 
in der Arbeit eine Abschatzung bewiesen wird. Das Ergebnis ist in den Formeln 
(35) bzw. (9) enthalten. Fiir x = 1 bietet sich insbesondere die Abschatzung (10), 
die der Verfasser bereits 1923 in seiner Theorie der Differentialgleichungen an- 
gegeben hat. Bessere Abschatzungen ergeben sich in dem Sonderfall der Differen- 
tialgleichung n-ter Ordnung (11), die durch (12), (13) als System geschrieben wird. 
Die hier gefundene Abschatzung wird fiir » = 2 durch (14), fiir » = 3 durch (15) 
bis (19) gegeben. Da in der Bezeichnung des Textes y, die Ordinate der Lésung 
von (11) ist, so zeigt (19) bzw. fiir kleinere ” (17), (18) eine fiir die Ordinate 
besonders gute Naherung. Durch (20) wird endlich noch bei Differentialglei- 
chungen n-ter Ordnung eine Approximation der Lésung bis auf einen Fehler 


(4 + n)-ter Ordnung in | # — x| gegeben. Das dabei vorkommende R(n) ist durch 
(15) definiert. 


(Received: July 31, 1950). 
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Ahnlichkeitsgesetze fiir Hy perschallstrémung’) 


Von Kraus OswatitscH, Stockholm?) 


1. Einleitung 


Als Hyperschallstr6mung wird allgemein eine Strémung bei sehr hoher Mach- 
Zahl M bezeichnet (M>1). Diese Definition sei im folgenden praziser so 
gefaBt, daB unter Hyperschallstrémung jener Grenzzustand verstanden werden 
soll, welchem die Strémung zustrebt, wenn die Mach-Zahl der Anstromung M,, 
uber alle Grenzen wachst. Die Skala der méglichen Anstrémgeschwindigkeiten, 
deren Anfang die dichtebestandige Strémung mit M,,<1 darstellt, wird also 
durch die Hyperschallstromung M,,>1 abgeschlossen, wobei vorweggenommen 
wird, da8 es einen entsprechenden Endzustand fiir M,,> oo gibt. Dabei sei 
die Voraussetzung M,,>>1 keineswegs daran gebunden, daB iiberall in der 
Strémung M > 1 ist. Senkrechte VerdichtungsstéBe und damit lokale Unter- 
schallgebiete seien zugelassen, wo nicht ausdriicklich Einschrankungen gemacht 
werden. 

Die praktische Bedeutung der Hyperschallstr6mung liegt nicht so sehr in 
ihren Aussagen fiir auBerordentlich hohe Fluggeschwindigkeiten, weil nur in 
den seltensten Fallen so extreme Zustande erstrebt werden, daB die Hyperschall- 
voraussetzungen ausreichend erfiillt sind. Der gréBere Vorteil einer Beschafti- 
gung mit diesen Problemen liegt darin, da bei allen héheren Mach-Zahlen 
der Anstrémung eine Kenntnis tiber die Vorgange bei weiterer Steigerung der 
Geschwindigkeit erstrebenswert ist, zumal wenn sie sich mit solch geringem 
Aufwand ergibt, wie das hier der Fall ist. Alle Strémungen héherer Mach-Zahl 
tragen bereits auch gewisse Hyperschalleigenschaften in sich und lassen sich mit 
diesen besser verstehen. Ist beispielsweise bekannt, daB ein bestimmter Luft- 
kraftbeiwert im Bereich, in dem man mit Linearisierung der Gleichungen 
richtige Resultate erhalt, mit wachsender Mach-Zahl M,, abnimmt, hingegen 
im Hyperschallbereich konstant bleibt, so weiB man auch, in welcher Richtung 
die Abweichungen von einer der beiden Theorien im Zwischenbereich (etwa 
M,, =4 oder 5) zu erwarten sind. Es zeigt sich, daB M,, bei stumpfen Korpern 
dabei gar nicht so sehr groB zu sein braucht. 

Ahnlichkeitsgesetze fiir die Hyperschallstrémung stellte zuerst H. TsIEN [1]*) 
auf. Die Ableitung wurde spater von S. V. FALKovICH [2] vereinfacht und 


1) Vgl. die entsprechende Arbeit: Royal Inst. Technology, Stockholm, Inst. Aeron., Techn. 


Notes No. 16 (in englischer Sprache). 
2) Flygtekniska Laboratoriet, Kungl. Tekniska Hoégskolan. 
3) Die Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis aut S. 264. 
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von W. D. Hayes [3] erweitert. Jedoch fallt auf, daB die Resultate dieser 
Arbeiten weder mit den experimentellen Erfahrungen noch mit den theoreti- 
schen Ergebnissen einfach berechenbarer Spezialfalle iibereinstimmen. Die Er- 
fahrung deutet auf Asymptoten mit konstanten Werten fiir die Luftkrafte bei 
hohen Mach-Zahlen der Anstrémung hin, wobei stumpfe K6rper, wie Kugeln 
oder axial angestrémte Zylinder, schon bei M,, = 3 bis 4 sehr deutlich Hyper- 
schalleigenschaften zeigen (Figur 1). Da die Uberdrucke um GréBenordnungen 
iiber dem Anstrémdruck p, liegen, die~ 
Unterdrucke aber héchstens den Wert 0 
erreichen kénnen, sind die Verhaltnisse 
an der Kérperfront maBgebend. Tat- 
sachlich unterscheiden sich dort die ~ 
Schlierenbilder an Kugeln bei M,, = 3 
und M,,=4 schon sehr wenig. DaB 
die Unterschiede weiter hinten noch be- 
trachtlich sind, ist nicht mehr ausschlag- 
—Peeneminder Messungen gebend. Die exakt berechenbaren Falle 
* Géttinger Messungen der Str6mung am Keil oder am Kegel 
ergeben fiir M,,->co Grenzwerte fiir 
die Druckkoeffizienten und die Bei- 
werte der Luftkrafte, wogegen die Bei- 
Widerstandsbeiwerte eines 5 Durchmesser werte nach den genannten Autoren mit 
langen Zylinders und einer Kugel, abhangig Mn +> oo verschwinden. S. F. SHEN [4] 
von Moo. hat darauf hingewiesen und auch bereist 
die Begriindung gegeben. TSIEN laBt das 
Auftreten von Verdichtungsst6Ben unberiicksichtigt. Diese sind aber unver- 
meidlich, wenn nicht die Kérperdicke mit wachsendem M,, unter alle Grenzen 
sinken soll. Zwar wird die Kopfwelle durch den Kérper bedingt, doch gibt sie 
andererseits hinter ihrer Front die Randbedingungen fiir die Differentialglei- 
chungen. Was im Unendlichen geschieht, ist ohne Bedeutung. Die Anstrém- 
bedingungen wirken nur durch die Kopfwelle hindurch. Von dieser wieder 
interessiert nur der mittlere, kraftigste Teil (Figur 2), da im allgemeinen auch 
hinter der Kopfwelle hohe Uberschallgeschwindigkeiten herrschen und der 
Korper nur unter dem EinfluB eines sehr begrenzten Kopfwellenteiles steht, 
welcher Abhdngigkeitsgebiet der Kopfwelle genannt sei. Wegen der Vernach- 
lassigung des StoBes ergeben sich beispielsweise im ebenen Fall nach TsIEN 
Resultate, die direkt aus den Ackeret-Formeln fiir schwach gestérte Uberschall- 
stromung ableitbar sind. R. D. LinNEtr [7] beriicksichtigt - ausgehend von 
TsIENs Arbeit — den VerdichtungsstoB. 
Obwohl die Wirbelbildung im allgemeinsten Fall zu beriicksichtigen ist, 
ist sie fiir das Hyperschallverhalten nicht ausschlaggebend, wie die wirbelfreie 
Keil- und Kegelstrémung beweist. 


Fig. 1 
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Bei Steigerung von M,, iiber alle Grenzen nahert sich der Machsche Winkel 
der Anstromung «,. verschwindend kleinen Werten, waihrend der Strémungs- 
winkel am K6rper konstant bleibt. Nach der einleitend gegebenen Hyperschall- 
definition ist diese Str6mung mathematisch dadurch gekennzeichnet, daB «, 
oder auch sina, = 1/M,, klein gegen die Str6mungswinkel am Korper, vor 
allem gegen die Maximalablenkungen wird. Dies stellt die Umkehrung der 
Forderung bei linearisierter Uberschallgleichung dar, wo groBe Mach-Winkel 
im Vergleich zu den Str6mungswinkeln verlangt werden. 


2. StoBgleichungen 


Ein raumlicher Kérper erzeugt eine Kopfwellenflache, fiir welche sich die 
StoBbedingungen leicht dadurch gewinnen lassen, daB man die Geschwindig- 
keit in eine Komponente in Richtung der Flachennormale W,, und in zwei 
Komponenten senkrecht zur Flachennormale W,, W,,, also tangential zur 
Flache, zerlegt. Die Flachennormale schlieBt den Winkel 90° — y mit der An- 
stromrichtung (x-Richtung) ein (Figur 3). Dann ergeben sich wie bei den For- 
meln fiir den gewéhnlichen schiefen StoB die Tangentialkomponenten auf 
beiden StoBfrontenseiten als gleich: 


A A 


W,=W,, WW, (1) 


Die Normalkomponente und die thermischen Gré8en erfahren hingegen die 
gleichen Anderungen wie ein senkrechter StoB, nur daB die Komponente der 
Mach-Zahl in Richtung der Flachennormale (M,, siny) in den Formeln ein- 


—=—@] QZ vias e 


Fig. 2 
Abhangigkeitsgebiet der Kopfwelle 
eines Kérpersin Hyperschallstr6mung. 


Fig. 3 
Normale auf die StoBfrontflache. 


zusetzen ist. Fiir ein ideales Gas konstanter spezifischer Warme ergibt sich 


daraus bekanntlich: 


Q 2 ps I ape pet 2 M2 in? ae | . 2 
aaa ae veep) p eee See Poe ) 2) 
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Die Formeln sind also mit jenen des schiefen StoBes identisch bei einer raum- 
lichen Deutung von y. 

Nun schlieBt die Kérpernormale im allgemeinen einen gr6Beren Winkel mit 
der Anstrémrichtung ein als die Normale auf die StoBfront im Abhangigkeits- 
gebiet, so daB bei geniigend hohen Mach-Zahlen M,, schlieBlich stets ein Zu- 
stand erreicht wird, bei welchem im Abhangigkeitsgebiet der StoBfront tole 
Ungleichung gilt: 


M,, siny = = sea ee (3) 


Mit dieser Hyperschallbedingung nehmen die StoBgleichungen im Abhangig- 
keitsgebiet der Front eine Form an, welche den Gleichungen fiir sehr kraftige 
instationdare St6Be entspricht (Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Front gro 
gegen die Schallgeschwindigkeit). Aus Gleichung (2) folgt mit W,, = vu. siny: 


W,  k-1. RP A vp=— py TM ! ; 
ao hee ae Ges 2 RSLS p = 42./2 > “ead geet css (4), 


Qo0 

Darnach hangen die auf w,, bezogenen Geschwindigkeitskomponenten: 
Wr Wi, Wh | 
TE es 

lediglich von der Form des StoBes ab. Dasselbe muB also auch fiir den Ge- 


schwindigkeitsbetrag Wttco mit den Komponenten in den Koordinatenrich- 
tungen U/W, 0/U, W/W nach dem StoB gelten. Aus der Gleichung (4) ergibt 
sich ferner fiir die Schallgeschwindigkeit c und die Entropie s der Massen- 
einheit nach dem StoB: 


C202 G8 ie “Rte OS) or eee ey ey pee 
uk, vot Ma, Ma 6h ee aya | (5) 
Ly eee £u2 2k k+1 

Cy =In p kin = In (siny) + In M,, + nz——> — king. 


Hiermit hangt auch die auf wv, bezogene Schallgeschwindigkeit nur von y ab. 


Dasselbe muB auch fiir die Mach-Zahl M und den Mach-Winkel & hinter dem 
StoB gelten. Letzterer braucht allerdings nicht zu existieren, da dort auch 


M< 1 sein kann. Der Entropieanstieg hingegen dndert sich mit M,, um den 
konstanten Wert 21n M,,. Dies wird sich allerdings als unwesentlich heraus- 
stellen, weil in den Differentialgleichungen nur Entropiednderungen stehen. 

Kennzeichnend fiir einen HyperschallstoB ist, daB alle Winkel, wie Strom- 
linienwinkel, Mach-Winkel, alle auf u,, bezogenen Geschwindigkeiten und der 
Druckkoeffizient c, nur vom StoBfrontwinkel y abhangen. Hingegen tritt die 
Mach-Zahl der Arettomung M,, in diesen Gleichungen nicht auf. 
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3. Differentialgleichungen 


Als abhangige Veranderliche seien die drei Geschwindigkeitskomponenten 
in den Koordinatenrichtungen w, v, ~ und die Entropie der Masseneinheit s 
gewahlt. Diese GréBen haben dann folgendes Differentialgleichungssystem zu 
erfiillen: 
1. die gasdynamische Gleichung: 


Ou Ou Ow Ow Ov 
c2 — 42 2 PN 2 2 
gy + (8 — 08) Fo + (= wt) SE ow (St) 
Ou Ow OV Ou 
wu (5 a i) ee ns sy) = 9: 


2. den Croccoschen Wirbelsatz in der Form (w Vektor der Geschwindigkeit) : 


TOUWs qty == 9d wonaGes: (7) 


Aus dem Croccoschen Satz folgt, daB die Entropie langs Stromlinien konstant 
sein muB. 

Gleichung (6) und die Vektorgleichung (7) geben die vier erforderlichen 
Differentialgleichungen fiir die abhangigen Veranderlichen. Nun soll aus den 
Gleichungen noch die absolute Temperatur T und die Schallgeschwindigkeit 
eliminiert werden. Wie beim StoB soll wieder ein ideales Gas konstanter spe- 
zifischer Warme angenommen werden. Fiir dieses folgt aus dem Energiesatz: 


2G 2g C2 W2 Z 1 ae Ww? 
Ua, aS aay Tear We aga Bae lees oe y e 


Es kénnte angezweifelt werden, ob das Glied mit 1/M2, gestrichen werden darf, 
weil doch besonders bei schlanken Kérpern W sehr nahe an ,, liegen wird und 
daher auch 1 — (W2/u2,) klein ist. Doch wurde im letzten Abschnitt festgestellt, 
daB W/u,, hinter dem StoB nur vom StoBwinkel abhangt. Damit wird aber 
W/u.. im wesentlichen von der Kérperform, nicht aber von M,, abhangen (was 
sich auch im nachsten Abschnitt bestatigen wird), so daB die Vernachlassigung 
in Gleichung (8) jede gewiinschte Genauigkeit erreicht, wenn M,, nur groB 
senug gewahlt wird. Damit lautet das Gleichungssystem fitr Hyperschallstromung : 


oD Ou Y) Ov 
2 2 2 2 7 2 2 
(w W Ml se + ( W mis 


2 9\ Ow ‘Ow Ov st / Ou Sa) 
+ (tg — W? — w*) DEN aise rs a es dais (9) 


=u (5 5) = 0: rot w xX w= => (Wi, — W) grad —. 
en v 
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4. Ahnlichkeitsgesetz fiir gleichbleibende Kérperform 


Die bisher aufgestellten Ahnlichkeitsgesetzte sind in einer Form wieder- 
gegeben, welche gleichzeitig Aussagen tiber die Anderungen der Strémung 
mit der Korperdicke und mit M,, zulassen. Fiir die allgemeinste Form der 
Ahnlichkeitsgesetze sind aber fiir die Variation der Dicke andere Voraus- 
setzungen erforderlich als fiir die Variation von M,,, weshalb in dieser Arbeit 
beide Fille getrennt behandelt werden sollen. Bei gleichbleibender Kérperform— 
braucht keine Einschrankung beziiglich der Schlankheit gemacht zu werden. 

Die Randbedingung am Korper ergibt sich daraus, daB der Geschwindig- | 
keitsvektor auf den Vektor der Flachennormalen senkrecht stehen muB. Die | 
K6rperflache sei gegeben durch: 


yo>O: y=h,(x,2); yx 0: y= hile, 2). (10) 


Dann lautet die Randbedingung am Ko6rper: 


u w 

y= h(x, 2): ZA Inge — G+ 7 hye = 0, | 
(11) 

Uu U Ww { 
9 Ia a? anaes oe oe ati ae 
An Stelle der Entropie sei folgende neue Funktion S eingefiihrt: 

RN Wats) a 2k k+l 
oS ‘a 21n M,, —In are iy meee ye (12) | 


Nach den Ausfiithrungen in Abschnitt 3 hangen die Geschwindigkeitskom- 
ponenten nach dem Sto8 nur von dessen Form ab. Mit den Gleichungen (1) 
und (4) kénnen sie durch dic Winkel, welche die StoBfrontnormale n mit den 
Koordinaten einschlieBt, auf elementare Weise ausgedriickt werden. Fiir die 
Zustande unmittelbar hinter der StoBfront ergibt sich dann [cos (n, x) = sin y]: 


u 2 
prignil Nit a cos? (, x), | 

v 2 | 
=e te kai © (1, x) Cos (n, y), 

a ihe 
w 2 + 
lig = + HET 008%, 2) cos (n, 2), | 

S = 21n (siny). | 
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Die Differentialgleichungen (9) aber kénnen wie folgt geschrieben werden: 


GS ala lial co 


W \2 2 a \BN woke fa 
ie ae) 
W \2 2 @ \2)\ 0 / w 
- [2 ( r— i bea | 02 ince! 
aa w E w Om sume w Uu 0/u 0/w a 
Ws Ueno OY (=) i Oz || Hen Ee EE (j-)+ Ox (= ) 
U cD 0 uv 0 ue : 
w w 1 W \2 


Die Strémung ist durch die vier Differentialgleichungen (14), die Randbedin- 
gungen (11) und die StoBbedingungen (13) véllig bestimmt, wobei Mehrdeutig- 
keiten nicht ausgeschlossen zu sein brauchen. Nirgends kommt mehr M,, vor, 
so daB sich also die Werte u/U.5, v/U oo, @/Ug und S in Hyperschallstrémung un- 
abhangig von M,, ergeben. Daraus folgt weiter, daB die StoBform, das Bild der 
Stromlinien und der Mach-Linien in Hyperschallstromung einen nur von der 
Korperform abhangigen Verlauf haben. o/o,,, der Druckkoeffizient und mit 
ihm alle Luftkrafte streben nach Gleichung (4) mit wachsendem M,, festen 
Werten zu. Dies gilt jedoch nicht fiir #/f,. und (s — s,.)/e,. Diese GréBen 
-miissen aus c, und S umgerechnet werden. 
Es gibt also fiir beliebig dicke K6rper eine vollig festgelegte Hyperschall- 
str6mung, wie es eine dichtebestandige Strémung gibt. 


5. Gleichungen fiir kleine St6rungen der Strémungsrichtung 


Bei Kérpern, welche nur geringe Anderungen der Strémungsrichtung her- 
vorrufen, schlieBt nicht nur die Flachennormale, sondern auch die StoBfront- 
normale einen Winkel von nahezu 90° mit der x-Richtung ein. y ist dann ein 
kleiner Winkel. 

Mit den Gleichungen (1) und (4) ist der Geschwindigkeitsbetrag: 


w2 W,? W,® Wi? 

uz me a, Us | 
jio= ll : A. ; 

Roa be ara ei ee pe Skee Par en 

a= == .Sin y+ (35-4) sity 1 Gaia y 


Bei kleinen Stérungen ergibt sich daraus die Geschwindigkeitsstorung pro- 
portional zu y?. Da der Strémungswinkel von gleicher GréBenordnung wie y 
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ist, ist die Stérung der Geschwindigkeit im allgemeinen von gleicher GroBen- 
ordnung wie das Quadrat der Querkomponenten v/v, oder W[Ugo- Damit- 
ergeben sich ganz ahnliche Verhiltnisse in den GréBenordnungen, wie sie bei 
der gewohnlichen achsensymmetrischen Strémung um einen Drehk6rper in 
Unter- oder Uberschallstrémung bekannt sind. 

Da also die Geschwindigkeit naherungsweise konstant bleibt, nach Glei-_ 
chung (5) die Schallgeschwindigkeit ¢ hingegen klein gegen w,, ist, ist also auch 
M groB und im wesentlichen durch die Schallgeschwindigkeit bestimmt. Der 


Fig. 4 Fig. 5 
Mach-Linien und StoBfront am Keil in Projektion der Stromlinie auf z = 0 und 
Hyperschallstr6mung. y= 0. 


Machsche Winkel « hinter der StoBfront ist also bei geanderter Strémungs- 
richtung ebenfalls klein. Selbstverstandlich laufen, vom K®érper ausgehend, 
Stérungslinien in die StoBfront hinein, denn das heiBt mit anderen Worten ja 
nur, daB der StoB vom Kérper hervorgerufen wird (Figur 4). Im wesentlichen 
stellt die Stré6mung hinter der StoBfront langs dem K6rper eine Expansion dar, 
so daB mit der Mach-Zahl M iiberall am schlanken Koérper die Mach-Zahlen 
groB und die Machschen Winkel klein sind: 


1 
M=—_>1. (16) 


Bei kleinem Winkel kann die Winkelfunktion sin @ und tg w bekanntlich dem 
im Bogenmaf gemessenen Winkel w gleichgesetzt werden. Damit ist: 


msinw =sin(mw); mtgo=tg(mo), (17) 
wenn w und m @ kleine Winkel darstellen. 

Beispielsweise hat dies bei ebener oder achsensymmetrischer Strémung zur 
Folge, daB eine VergréBerung des Stromlinienwinkels mit einer proportionalen 
Vergr6Berung aller anderen flachen Winkel, wie dem StoBfrontwinkel y oder 
dem Mach-Winkel « verbunden ist. Am besten zeigen dies die StoBfrontglei- 


chungen selbst, wobei in Gleichung (4) W,,|tboo = tg 0 und in Gleichung (5) 
C/U = SiN & Zu setzen ist. 
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Wie bei allen wenig gestérten Parallelstromungen sind die Winkel, welche 
die Projektion der Stromlinie auf die Ebene z = 0 und y = 0 mit der x-Achse 
eischlieBt (Figur 5), den Komponenten v/u,, und w/w, gleichzusetzen. Bei 
einer Hyperschallstrémung kann sich allerdings der Ausdruck «schwache Sté- 
rung» nur auf die Geschwindigkeitskomponenten und eine beschrankte Anzahl 
anderer GroBen (wie etwa den Druckkoeffizienten) beziehen, keinesfalls aber 
auf den Druck, der sich ja um Gr6Benordnungen andert. 

Zunachst sei ein Kérper angenommen, dessen Oberflachenelemente nur 
wenig gegen die Anstrémrichtung angestellt seien, der im iibrigen aber beliebige 
Form haben darf. Es kann sich also um ein Gescho8 oder um ein Flugzeug mit 
Rumpf handeln. Die Forderung nach wenig angestellten Oberflachenelementen 
entspricht dabei durchaus dem praktischen Bediirfnis nach geringem Wider- 
stand. Fiir den Geschwindigkeitsbetrag gilt dann folgendes: 


W? — ut, = (u — 4, + U5)? + v2 + w? — 2, 
(18) 
=24,, (U¥— 4) + v%+ wr+--- 
und aus Gleichung (9) folgt das Differentialgleichungssystem : 
2 2 O(U — Ugo) > (Sere | a 
ma. Og + [2t, (u Lear ns Oy | 
iL 0 0 0 
+ [2 tay (4 Uy) + V2 + ae w?| tw (se + 4e) 
O(U — Ugo) Ow Ov O(u — Ug) 
w tao Oz u a r eo lee Oy aes 
O(U — Ugo) Ov O(U — Ug) 7) 
( Ov x) ui ( Oz Ox 
= FH [2 theo (wt = ty.) + 0° + w?| ae eS, (19) 
Ov Ow Ov O(U — Ugo) ) 
@ (Ge — ay) + Me (ae oy 
if § 
als Salle eS 


[2 tg (0) — thas) + 08 + w8] 5 (=). | 


Die Gleichungen (19) erfahren eine weitere Vereinfachung, wenn der umstromte 
Korper als flach angenommen wird. Er soll im wesentlichen in der (x, z)-Ebene 
liegen, so daB also die Richtung der K6rpernormalen nur wenig von der 
y-Richtung abweicht. Etwas Entsprechendes gilt dann aber auch fur die StoB- 
frontnormale. Damit ist bei flachen Kérpern in Hyperschallstro6mung der Winkel 


ZAMP II/17 
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(n, x) und (n, z) nahezu ein rechter, wahrend der Winkel (”, y) klein ist. Hinter 


—— 


der StoBfront vereinfachen sich die Gleichungen (13) fiir die Geschwindigkeits- — 


komponenten dann zu: 


uo ta = 2 in, 
Ueo REA rs 
v 2 - 
=— = Y; 20 
w Z ; 
pre ang sin y cos (”, 2). | 


Hierin ist cos (7, z) von derselben GroéBenordnung wie sin y, womit die w-Kom- 
ponente hinter dem Sto8 bei flachen Kérpern von gleicher GréBenordnung ist 
wie das Quadrat der v-Komponente. Die w-Komponente stellt das seitliche 
Abgleiten der Strémung dar. Da die Mach-Zahl am Kérper hoch ist, machen 
sich die Stérungen erst ganz langsam stromabwarts geltend. Die GréBenord- 

nung der w-Komponente bleibt da- 

mit auch in der tibrigen Strémung 
S/oss  dieselbe. Fiir einen in Uberschall- 
strémung «schiebenden Keil» (Figur 
6) geben die Werte hinter dem StoB 
schon die Strémung am Keile selbst 
wieder, womit gleichzeitig ein Beispiel 
als Grundlage fiir die Abschatzung 
gegeben ist. 

Fiir flache Kérper sind die An- 
derungen der Geschwindigkeitskom- 
ponenten in z-Richtung sicher nicht 
gréBer als in y-Richtung. Letztere 
diirften im allgemeinen sogar die 


g 


eeee gréBten sein, weil sich die Anderung 

g. 

Stromlinienprojektionen am schiebenden Keil der Zustande hinter der StoBfront 
in Hyperschallstrémung. auf jene am K6rper auf ganz kleinem 


Abstand abspielen. Somit lassen sich 
eine groBe Reihe von Gliedern, also solche héherer Ordnung, streichen mit dem 
Resultat : 


— U2, O(u ae on E U,, (uw — u,,) + * ses v3] < | 
+ U,V (5 4 Olu pe) meris ‘ 
ES Tae Bie = = Zp [2 tay (= eg) + 2°] a6 (=): ae 
oo (ae ie otal) aad oF [2 u,, (u — u,,) + v? ee (2) ; 
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Die letzte Gleichung von (19) kann zunachst fortbleiben, denn die Gleichungen 
(21) stellen bereits ein in sich geschlossenes System dreier Gleichungen fiir die 
drei Variablen (wu —u,.), v und s dar. Das System ist mit jenem fiir ebene 
Strémung identisch. Das ist nicht verwunderlich, da die Ausdehnung der Ein- 
fluBgebiete, der Fortsetzungsgebiete und der Abhangigkeitsgebiete quer zur 
x-Richtung bei sehr hohen Mach-Zahlen auBerordentlich klein wird. Bleiben 
auch noch die w-Komponenten klein, so fallt schlieBlich jeder Unterschied in 
den Gleichungen zu denen fiir ebene Strémung weg. 

Die Randbedingungen (11) nehmen aber fiir den flachen Kérper schon ohne 
Voraussetzung hoher Mach-Zahlen bekanntlich die Form fiir ebene Strémung 
an. Da h, und h, von gleicher GroBenordnung ist, bleibt: 


y = hel, 2): 7 — = hoe! | 

| (22) 

y=h,(x, z): ae = ae | 

Damit ergibt sich die Str6mung um einen flachen Kérper in jedem Schnitt 

z = const aus der ebenen Str6mung um ein Profil von der Form der Schnitt- 

flache des flachen K6rpers. Es geniigt also hier die ebene Str6mung zu be- 

-trachten. In z-Richtung sind ganz beliebige Verzerrungen zulassig, solange die 
Bedingungen der Flachheit des Korpers erhalten bleiben. 


6. Ahnlichkeitsgesetz fiir schlanke Kérper 


Mit dem Wort «schlank» sei die Annahme ausgedriickt, daB die Ober- 
flachenelemente nur wenig gegen die Anstrémrichtung angestellt seien. Dann 
‘kann von den Differentialgleichungen (19) ausgegangen werden. Mit d sei eine 
Vergleichslange bezeichnet, etwa die Maximaldicke eines Profils oder der Maxi- 
maldurchmesser eines Rotationskérpers (das Kaliber). Nun mégen folgende 
Bezeichnungen gelten: 


iy 1 UE Whos, © i 1 oe Le a 
; tated (eta ae 
xX =X; DE ae za eh moa y a terpy a | 
Ferner sei fiir die Entropiefunktion nun folgende Abkiirzung eingefithrt: 
7 S = Soo! 2k RoE Les ee 
os —2inMy — ln Binge 2ind=S—2Ind. (24) 


v 


Damit lauten die Bedingungen hinter der StoBfront mit Riticksicht auf Glei- 
chung (17) fiir kleine Winkel: 
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“u = — sin? y’, 


sin y’ cos (n’ y), 
ies (25) 
2 


sin y’ cos (n’, 2’), 


pie Ica) 


5S’ = 2 In (siny). | 


Dabei konnten in (n, y) und (7, z) einfach die gestrichenen Werte geschrieben 
werden. Die Richtungen von y und z andern sich ja durch eine Division durch 
d nicht. Allerdings bleibt + umgedndert, so daB m genaugenommen nicht die- 
selbe Richtung hat wie »’. Wegen der Flachheit der StoBfrontflache kénnen 
(n, vy) und (7, z) einfach als Winkel in der (y, z)-Ebene angesehen werden, und 
sie bleiben durch eine ahnliche VergréBerung, wie sie eine Division durch d 
darstellt, ungeandert. Auch wenn die Winkel (7, y) oder (m,z) klein sind, 
k6nnen sie in Gleichung (25) durch ihre Projektionen auf die (v, z)-Ebene er- 
setzt werden, obwohl die Projektion da nur ein Bruchteil des Winkels selbst ist. 
Bei kleinem Winkel ist némlich wie beim flachen Ké6rper einfach cos (, y) 
= cos (n’, y’) = lL bzw. cos (n, z) = cos (n', 2’) = 1. 
Zu den Randbedingungen (25) treten noch jene am Ké6rper [Gleichungen 
(11)]. Sie lauten mit: 
he(x', 2") = hg(x, 2); Bix", 2") = = hral%, 2), (26) 
wie folgt: 
yl = h(a’, 2); ti ara 
, (27) 
y =hix',2'); hi, —v+w'h,, =0. | 


SchlieBlich erhalten die Differentialgleichungen (19) folgende Form: 


Pepe rare |" gee retataall ae 

Pe hetegeie oe te [br tar 

+ [stele [s+ B]-o 
‘ Ea r | oe ae ral =-7,2w +024 wy S; a 
. ae % a + ear a =— 4, [2u' +84 w'?]] oe 


'2 


Fea du’ 1 | Ow’ Ov’ 
ae | ams Ea a al =— 
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Aus den Gleichungen (25), (27) und (28) ist nicht nur M,,, sondern auch d 
eliminiert. Damit ergeben sich fiir alle Kérper, welche in Gleichung (26) die- 
selben Funktionen hg und h; liefern, dieselben Resultate in den gestrichenen 
GréBen. Gleiche «reduzierte Kérperformen» hj und hj, ergeben sich, wenn die 
Korper durch affine Verzerrung in y- und z-Richtung (bei gleichbleibendem x) 
ineinander tibergehen. Die ebene Strémung stellt nur einen Spezialfall dieser 
Affinverzerrung dar, da sich die Dehnung der z-Achse bei unendlicher Er- 


0 7) 7) o 0 0 77) 0 O 
ef 0°, iD 10 2 ol 40 HW” 4, 0 
Fig. 7 Fig. 8 
StoBwinkel am Keil und Kegel, Druckkoeffizient am Keil und Kegel, abhangig vom 
abhangig vom halbenOffnungs- halben Offnungswinkel Dy. (Nach HAnrzscHEe und 
winkel #). (Nach HantzscuE WENDT [6].) 


und WENDT [6].) 


streckung des Korpers in dieser Richtung nicht auswirkt. Mit den Gleichungen 
(23) und (18) folgt dann das Ahnlichkeitsgesetz: 

In Hyperschallstr6mung ergibt sich die Geschwindigkeitsst6rung an schlan- 
ken K6rpern und Profilen, bei affiner Verdickung quer zur Anstrémrichtung 
proportional zum Quadrat der Dicke. Alle Neigungen zur Anstromrichtung, 
wie jene der Stromlinien, der StoBfront und auch der Mach-Linien, wachsen 
einfach mit der Dicke. 

Bei flachen Kérpern gilt dieses Ahnlichkeitsgesetz in jedem durch Anstrém- 
richtung und Kérpernormale gelegten Schnitt (Langsschnitt) fiir sich. 

Nach Gleichung (4) fiir den Druckkoeffizienten hinter dem Sto8 mu8 sich 
Cc, proportional zum Quadrat der Dicke andern. Es kann etwa mit der Ber- . 
noullischen Gleichung, welche ja langs einer Stromlinie stets gilt, leicht gezeigt 
werden, daB dasselbe auch fiir die Druckkoeffizienten am K6rper gilt. Damit 
ergibt sich der auf die Projektionsflache y = 0 bezogene Widerstandsbeiwert 
proportional zu d* und nach dem ersten Ahnlichkeitsgesetz (Abschnitt 4) natiir- 


lich unabhiangig von M,.. 
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Einen Anhaltspunkt dafiir, bis zu welchen Seitenverhaltnissen man die . 
Gesetze fiir flache Korper anwenden darf, gibt der Vergleich zwischen exakter 
Keil- und Kegelstromung. Figur 8 gibt die Druckkoeffizienten und Figur 7 die 
StoBfrontwinkel, abhingig vom halben Offnungswinkel #, am Keil und Kegel. 
Die Unterschiede in den Druckkoeffizienten sind auBerordentlich gering, wenn 
man bedenkt, daB die aus der Linearisierung gewonnene Theorie von ACKERET 
fiir den Keil und die von BuSEMANN fiir die Kegel (Theorien, die beide bei 
kleinem Offnungswinkel und niedrigem Uberschall gute Resultate liefern) so- 
wohl fiir die Abhangigkeit vom Offnungswinkel wie fiir die Abhangigkeit von 
M,, qualitativ véllig verschiedene GesetzmaBigkeiten geben. Demgegeniiber 
besteht in Hyperschallstr6mung fiir den Druckkoeffizienten von Keil und 
Kegel nur ein kleiner Unterschied in einem Faktor. 

DaB auch noch beim Rotationsk6érper in Hyperschallstr6mung mit dem Bild 
einer ebenen Stro6mung gearbeitet werden kénnte, war nicht zu erwarten, da 
die Kérperspitze einen unvermeidlichen Unterschied in die Str6mungsverhalt- 
nisse bringt. Offenbar kann aber die Str6mung noch bei sehr kleinem Seiten- 
verhaltnis in jedem Langsschnitt als eben angesehen werden. 


7. Die Abhangigkeit der Luftkrafte vom Anstellwinkel 


Auch eine Anstellung des Koérpers kann in die Betrachtung einbezogen 
werden, indem die Funktionen /g(x, z) und h(x, z) so gewahlt werden, daB sich 
die gewiinschte Randbedingung ergibt. Mit einer Anderung des Anstellwinkels 
ergibt sich dann aber auch eine Anderung der Kérperdicke, so daB sich im 
allgemeinen bei verschiedenen Anstellwinkeln lediglich verschieden dicke K6r- 
per vergleichen lassen, wahrend meist die Abhangigkeit vom Anstellwinkel ¢ 
eines bestimmten K6érpers gesucht wird. Bei einer unendlich diinnen ebenen 
Platte beliebigen Grundrisses allerdings lassen sich mit Hilfe der Ahnlichkeits- 
gesetze Aussagen gewinnen, die einen Einblick in die entsprechenden Probleme 
beliebig geformter K6rper gewdhren. 

In Uberschallstrémung gibt es vielfach keine « Saugseite» in dem Sinne, daB 
durch Anstellung Unterdrucke gegeniiber dem Anstrémdruck ,, entstehen. 
Der Auftrieb beruht sehr oft darauf, daB auf einer Seite die Uberdrucke héher 
sind als auf der anderen Seite. Auch dann sei von einer «Saugseite» und einer 
«Druckseite» gesprochen, indem man sich nicht auf den Anstrémdruck, sondern 
auf den mittleren Druck am Ko6rper bezieht. 

Den bisherigen Uberlegungen lag im wesentlichen stets das Bild einer sich 
allseits ausbreitenden Kopfwelle zugrunde. Bei Anstellung jedoch kann auf der 
Saugseite jede Koptwelle fehlen, womit die Voraussetzungen, welche zu den 
aufgestellten Ahnlichkeitsgesetzen fiihrten, gleichzeitig fortfallen. Das tritt bei 
der unendlich diinnen Platte bereits bei ganz kleinen, bei dickeren K6rpern erst 
bei groBeren Anstellwinkeln ein. Wenn dann die aufgestellten Ahnlichkeits- 
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gesetze fiir die Saugseite auch ihre Giiltigkeit verlieren, so gelten sie dennoch 
fiir die Luftkrafte und ihre Verteilung. Diese werden namlich lediglich durch 
die Oberflachenelemente mit Uberdruck bestimmt, welcher ja den méglichen 
Unterdruck um GréBenordnungen iibertrifft. In diesem Falle gilt fiir die Saug- 
seite dasselbe wie etwa fiir den Bodendruck eines Geschosses. 

An einer kopfwellenfreien Saugseite gelten ganz besondere GesetzmaBig- 
keiten, die den Resultaten von TstEN nicht entsprechen. Auch die Entwick- 
lungen von A. BUSEMANN [5] sind hier nicht mehr anwendbar, weil sie fii 
Hyperschall (wo die Ablenkungswinkel groB gegen den Mach-Winkel der An- 
stromung sind) nicht mehr konvergieren. Die eigentiimlichen Verhdaltnisse da- 
bei werden schon dadurch beleuchtet, da8 bei starken Anstellungen Rand- 
stromlinien mit dem absoluten Druck # = 0 auftreten kénnen, wie schon die 
einfache Prandtl-Meyer-Strémung zeigt. Wenn die kopfwellenfreie Hyperschall- 
stromung beim Umstrémungsproblem auch als bedeutungslos umgangen wer- 
den kann, so kann sie fiir andere Probleme, etwa fiir die Konstruktion von 
Parallelstrahldiisen, doch erhebliche Bedeutung haben. 

Bei einer unendlich diinnen ebenen Platte gibt es fiir jede Hyperschall- 
stromung mit sehr kleinem, aber endlichem Mach-Winkel «,, so kleine Anstell- 
winkel, daB die Strémung mit der Theorie kleiner St6rungen behandelt werden 
kann. In diesem unmittelbar um ¢ = 0 gelegenen Gebiet ist die Geschwindig- 
keitsverteilung nach ACKERET berechenbar, es gelten die Resultate von TSIEN. 
Bei starkerer Anstellung, die, absolut genommen, noch immer klein sein kann, 
ist aber «,.<e. An der Druckseite herrscht Hyperschallstromung, die sich von 
der Strémung an einem keilférmigen K6r- 
per gleichen Grundrisses nicht unterschei- \Cz 
det. Damit ergeben sich aber die Ober- 
flachenkra{te in diesem Gebiet proportional 
zu é?. In diesem Gebiet steigt also der Auf- 
trieb mit e? und der Widerstand mit ¢? 

(Figur 9). Damit zeigen die Querkrafte in =Oe5 

Hyperschallstr6mung ein ganz besonderes, 

bemerkenswertes Verhalten, welches ahn- 

lich bei allen K6rperformen erwartet Fig. 9 

werden muB [7]: Da K6rper bei so hohen Abhangigkeit des Auftriebwertes vom 

Geschwindigkeiten meist sehr schlank ge- Anstellwinkel beim unendlich diinnen Fligel 
, : 62 im Hyperschallbereich. 

halten werden, ergibt sich der Stromungs- 

winkel bei starkerer Anstellung im wesent- 

lichen aus dem Anstellwinkel ¢. Damit ist das Verhalten eines flachen Ko6rpers 

bei starkerer Anstellung jenem der ebenen Platte sehr nahe verwandt. 

Mit Steigerung der Mach-Zahl M,, riickt der Bereich der Winkel é, fiir 
welche der Auftrieb proportional zu ¢? wachst, zu immer kleinerem Winkel. 
Mit M,, > oo verschwindet das Gebiet linearer Abhangigkeit der Querkrafte 


Anstellwinkel & 
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vom Anstellwinkel ganz. Also miissen sich in Hyperschallstr6mung auch be- 


sondere Verhiltnisse beziiglich der Flugstabilitat ergeben. 

Schon bei der Ableitung der HyperschallstoBgleichungen wurde ein ideales 
Gas konstanter spezifischer Warme zur Voraussetzung gemacht. Diese Voraus- 
setzung diirfte fiir Ahnlichkeitsgesetze solch allgemeiner Art, wie sie hier ab- 
geleitet wurden, notwendig sein. 


Eine wesentliche Anderung der spezifischen Warme mit der Temperatur 


diirfte auch fiir die Strémung von wesentlicher Bedeutung sein. Die Unab- 


hangigkeit der spezifischen Warmen von der Temperatur wird im allgemeinen | 
die praktisch bedeutsamere Einschrankung geben als die Voraussetzung, daB~ 


das Gas «ideal» sein soll. Erfiillt es diese Bedingung vor der Kopfwelle, so tut 


es dies auch annahernd am Kérper. Im StoB kann die Dichte ja nicht tiber den ~ 


[(k + 1)/(k — 1)]-fachen Ausgangswert gesteigert werden. 


Summary 


A flow is termed hypersonic when the free stream Mach number MM. becomes 


very large. On the body itself, however, the local Mach numbers can still be 
arbitrarily small. It appears that, the larger the product of free stream Mach — 


number and thickness ratio compared with unity, the better the hypersonic flow 
condition is fulfilled, i.e. bluff bodies reach hypersonic conditions, with in- 


“- 


creasing Mo, quicker than slender bodies. The hypersonic flow pattern is de-— 


termined essentially by the boundary conditions along the head wave. From 
considerations of this hypersonic shock it appears that the whole flow pattern of 
head wave, streamlines and Mach lines, as well as the pressure coefficient, for 
bodies of arbitrary form and thickness are independent of M.. Further, the 


pressure coefficient on the surface of slender bodies increases with the square of © 
the thickness; the flow in longitudinal sections of flat bodies can be regarded as | 


two-dimensional and the lift increases mainly with the square of the incidence. 
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Stabilitatsprobleme bei geraden Staben und Wellen 
Von Haws Ziecrer, ETH., Ziirich 


1. Einleitung 


Der auf Druck D und Torsion W beanspruchte gerade Stab (Figur 1) 
besitzt, solange D und W geniigend klein sind, erfahrungsgemaB eine gerade 
elastische Linie. Uber einer gewissen Belastung knickt er aus, und diese kri- 
tische Belastung wird iiblicherweise dadurch bestimmt, daB man die Werte- 
paare D, W ermittelt, fiir die erstmals neben der gestreckten eine ausgebogene 
Gleichgewichtslage existiert. Dabei kann man die Verschiebungen, welche die 
Punkte der elastischen Linie in axialer Richtung z erfahren, vernachlassigen 
und die Querverschiebungen x, y sowie die zugehérigen Kritmmungen als klein 
betrachten, so daB auch die bei der Deformation entstehenden Querkrafte und 
Biegemomente sowie die Anderung der Druckkraft, des Torsionsmomentes und 
des Torsionswinkels als klein gelten kénnen. 

Auf diese Weise hat erstmals A. G. GREENHILL!) die Knickbelastung einer 
Welle mit kreisf6rmigem Querschnitt bestimmt, und zwar unter Verwendung 
eines raumfesten Bezugsystems (x, y, z) (Figur 1). R. GRAMMEL?) hat fiir spe- 
zielle Randbedingungen den wesentlich verwickelteren Fall des unverwundenen 
Stabes mit beliebigem Querschnitt untersucht. Dabei hat er eine besonders 
elegante Losungsmethode angegeben, indem er von den sogenannten Clebsch- 
Kirchhoffschen Gleichungen®) ausging. Diese beruhen bekanntlich darauf, daB 
die Gleichgewichtsbedingungen fiir das Stabelement im Hauptachsensystem 
(Figur 2) ausgewertet werden, das aus den Querschnittshauptachsen &, 7 und 
der Tangente € an die elastische Linie besteht. SchlieBlich hat der Verfasser*) 
einen Sonderfall des spannungslos verwundenen Stabes dadurch behandelt, 
daB er vom Hauptachsensystem u,v, w des unverbogenen Stabes (Figur 3) 
ausging. 

Von der hier betrachteten Aufgabe unterscheidet sich das Problem der 
kritischen Drehzahlen unter Druck und Torsion nur dadurch, da8 neben D 
und W weitere Lasten in Form der d’Alembertschen Tragheitskrafte auftreten, 


1) A. G. GREENHILL, On the strength of shafting when exposed both to torsion and to end thr ust, 
Proc. Inst. Mech. Eng. 182 (1883). 

2) R.GrAMMEL, Das kritische Drillungsmoment von Wellen, Z. angew. Math. Mech. 3, 262 
(1923); vgl. auch C. B. Brezeno und R. GRAMMEL, Technische Dynamik (Springer, Berlin 1939), 
S. 538 ff. . 

3) Vel. A. E.H. Love, A Treatise on the Mathematical Theory of Elasticity, 4. Aufl. (Dover, 


New York 1944), S. 387. , — 
4) H. Ziecier, Die Knickung des verwundenen Stabes, Schweiz. Bauztg. 66, 463 (1948) 
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die sich zu resultierenden Fliehkraften sowie Kreiselmomenten zusammenfassen 
lassen und den Deformationen proportional sind. Im wesentlichen sind aber 
die Uberlegungen dieselben wie bei der Stabilitatsaufgabe, und fiir die einfach 
besetzte Welle hat wiederum R. GRAMMEL!) eine Reihe von Resultaten an- 
gegeben, die sich auf verschiedene Lagerungsarten beziehen und unter Ver- 
wendung des raumfesten Systems gewonnen sind. 


Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 
Auf Druck und Torsion bean- Das Hauptachsensystem Das aufgerichtete 
spruchter Stab im raumfesten (Er MsC)s Hauptachsensystem (uw, v, w). 


Koordinatensystem (4%, y, 2). 


Wenn diese Probleme hier im Zusammenhang noch einmal aufgeworfen 
werden, so geschieht dies aus zwei Griinden. 

Erstens haben wir die Absicht, im AnschluB an die erwahnte Arbeit?) die 
Stabilitat des verwundenen Stabes auf breiterer Basis, namlich fiir die verschie- 
densten praktisch vorkommenden Randbedingungen, zu untersuchen und 
anschlieBend das verwickeltere Problem seiner Schwingungen in Angriff zu 
nehmen. Es war daher wiinschenswert, zunachst die der Stabilitatsaufgabe 
zugrunde liegenden Differentialgleichungen und Randbedingungen méglichst 
allgemein und fiir die verschiedenen Bezugsysteme (in Ziffer 2 fiir das Haupt- 
achsensystem des deformierten, in Ziffer 4 fiir dasjenige des unverbogenen 
Stabes und in Ziffer 8 fiir das raumfeste System) zusammenzustellen, mitsamt 


1) R. Grammet, Der EinfluB der Wellentorsion auf die kritische Drehzahl, Stodola-Festschrift 


(Orell-FuBli, Zurich und Leipzig 1929), S. 180; vgl. auch C. B. Biezeno und R. GRAMMEL, a.a.O., 
S. 796. 


*) H. ZIEGLER, a.a.O., S. 463. 
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den Transformationen (Ziffer 3), die aus der Kreiseltheorie stammen und den 
Ubergang vom einen auf das andere. Bezugsystem ermdglichen. 

Zweitens sind wir bei der Behandlung von kritischen Drehzahlen in einem 
bestimmten Falle auf Ergebnisse gekommen, die von den unter Note 1 an- 
gefiihrten Grammelschen Lésungen abweichen. Bei der Untersuchung dieser 
Diskrepanz stellte sich heraus, da8 das zu Beginn angedeutete statische Ver- 
fahren schon bei der gewohnlichen Knickaufgabe versagen kann. Es liefert 
zwar im Falle des (in den Figuren 7 und 8 dargestellten) nur gedriickten Stabes 
(Ziffer 5) stets eine kritische Last, die sich fiir den unverwundenen Stab auf 
die Eulersche Knicklast reduziert. Auch dann, wenn statt oder neben der 
Druckkraft ein Torsionsmoment (Ziffer 6) vorhanden ist, ergibt es unter ge- 
wissen Randbedingungen (zum Beispiel in den Knickfallen I und II der Figuren 
11 und 9) eine kritische Belastung und insbesondere im Falle gleicher Biege- 
steifigkeiten die Greenhillschen Knickformeln. Bei anderen Randbedingungen, 
so zum Beispiel beim einseitig eingespannten, am anderen Ende freien Stab 
(Knickfall III in den Figuren 11 und 9), wird es indessen unbrauchbar. 

Dieses Ergebnis erklart sich, sobald man die Energien (Ziffer 7) betrachtet, 
damit, daB das Moment W im Gegensatz zur Kraft D nur unter speziellen 
Randbedingungen ein Potential besitzt, so daB im allgemeinen ein nichtkon- 
servatives System vorliegt. Bei einem solchen ist aber die kritische Belastung 
nicht notwendigerweise mit derjenigen identisch, unter der erstmals eine nicht- 
triviale Gleichgewichtslage existiert, und damit wird auch die Giiltigkeit der 
Greenhillschen Formeln sowie ihrer Verallgemeinerungen problematisch. Tat- 
sdchlich 1aBt sich in solchen Fallen die Stabilitatsaufgabe nur kinetisch, das 
heiBt dadurch lésen, daB man die Eigenschwingungen fiir verschiedene Be- 
lastungen auf ihre Beschranktheit untersucht. 

Beim beidseitig eingespannten Stab ist das Moment W konservativ und 
damit die Giiltigkeit der bekannten Knickformel gesichert. Schon bei beid- 
seitig gelenkiger Lagerung wird aber eine Schwingungsrechnung notig, und 
diese kompliziert das Problem erheblich. Sie wird hier (Ziffer 9) nur als Nahe- 
rungsrechnung fiir kleine Betrage von W durchgefiihrt und ergibt Stabilitat, 
so daB zu vermuten ist, daB die Greenhillsche Formel samt ihren Verallgemeine- 
rungen auch hier noch gelte. Bei einseitiger Einspannung fiihrt die gleiche Rech- 
nung auf eine — vom Betrage von W unabhangige — Instabilitat. Der Stab 
knickt also — und zu diesem iiberraschenden SchluB ist auf anderem Wege auch 
R. GRAMMEL!) gekommen — unter einem beliebig kleinen Torsionsmoment aus. 


1) Wie mir mein verehrter Lehrer und Freund Prof. Dr. R. GRAMMEL auf meine Anfrage hin 
mitteilte, hat er bereits vor rund zehn Jahren auf elementarem Wege auf diese Instabilitat geschlos- 
sen und sein Ergebnis ohne Publikation in seinen Vorlesungen vorgetragen. Ferner bin ich ihm ftir 
einen wertvollen Hinweis hinsichtlich der Diskussion des Resultates zu Dank verpilichtet und 
beniitze die Gelegenheit, auch meinem Freunde Prof. Dr. K. MARGUERRE fur seine fordernde 
Anteilnahme an dieser Arbeit sowie meinem Assistenten Dipl.-Phys. A. TRorscn fiir die Kontrolle 
sdmtlicher Einzelheiten zu danken. 
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Wenn in Wirklichkeit unter kleineren Torsionsmomenten stabiles Verhalten 
beobachtet wird, so hat dies zwei Griinde. Erstens sind die in der Praxis ver- 
wendeten Stibe meist so dick, daB die Voraussetzungen der hier entwickelten 
Theorie nicht mehr voll zutreffen. Zweitens wird das Schwingungsproblem, 
durch das die Stabilitatsaufgabe zu ersetzen ist, durch die Dampfungskrafte 
maBgebend beeinfluBt, so daB eine merkliche Abhangigkeit der kritischen Be- 
lastung von der Dampfung des Werkstoffes zu erwarten ist. 

Wie bereits angedeutet wurde, erhalt man durch Verallgemeinerung der 
Knickaufgabe das Problem der kritischen Drehzahlen. Dieses wird hier (Zif- 
fer 10) nur fiir die einseitig eingespannte, am freien Ende durch eine Scheibe 
besetzte und auf Torsion beanspruchte Welle (Figur 12) untersucht. Dabei 
stellt sich — wie auf Grund des letzten Resultates zu erwarten ist — heraus, daB 
mit dem Auftreten eines Momentes W an Stelle einer einzigen 2, samtliche 
Winkelgeschwindigkeiten Q kritisch werden. Tatsachlich wirken sich aber auch 
hier die endliche Dicke sowie die Dampfung stabilisierend aus. Praktisch ist 
daher bei gréBeren W mit gefaéhrlichen Schwingungen tiber einer — von der 
Dampfung des Werkstoffes abhangigen — Winkelgeschwindigkeit 2 zu rechnen, 
wahrend die urspriinglich kritische Winkelgeschwindigkeit 2, mit zunehmen- 
dem W an Gefahrlichkeit verliert. 


2. Die Differentialgleichungen im System (&, n, €) 


Fihrt man (Figur 2) mit s als unabhangige Veranderliche die — etwa vom 
unteren Ende aus gemessene — Bogenlange, ferner (Figur 4) mit »(0, 0, 1) den 
Einheitsvektor in der Tangente der elastischen Linie und 
¢ \ We mit der Dyname &(K¢, K,,, Kz), M(M:z, M,,, M;) die — auf 
x ” den unteren Rand bezogene — Beanspruchung des Schnittes 
s ein, so lauten die Gleichgewichtsbedingungen fiir das Stab- — 
é element ds unter der Voraussetzung, daB keine kontinuierliche 
Belastung vorhanden ist, 


v 
dk 


dX aM 
ord baa ae ees oh en Oe (2.1) 
a Deutet man s als Zeit, so gleitet das Hauptachsensystem mit 
Fig. 4 der Schnelligkeit 1 der elastischen Linie entlang, und sein 


Dyname &, Muna Pewegungszustand wird durch die Translationsgeschwindig- 

Kinemate p,u. __keit » sowie die Winkelgeschwindigkeit u + @)v beschrieben. 

Dabei ist wy der bereits im unbelasteten Zustand vorhandene 

spezifische — das heiBt auf die Langeneinheit bezogene — Verwindungswinkel, 

und die Komponenten von U(%z, %,, %) Stellen die elastische Deformation, 

namlich der Reihe nach die Kriimmungen der elastischen Linie in den Haupt- 
ebenen (7, ¢) und (&, ¢) sowie den spezifischen Torsionswinkel dar. 
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Vom Standpunkte des mitbewegten Beobachters aus miissen die wirklichen 
Ableitungen in (2.1) durch die (gestrichenen) scheinbaren ausgedriickt werden, 
und damit gehen die Gleichgewichtsbedingungen in 


‘as& Um 
dg + (Ut @v) xX K=0, oe 


+ (U+@)v)xXM+vxRK=0 (2.2) 


uber. Die Zerlegung im Hauptachsensystem liefert dann die Clebsch-Kirchhoff- 
schen Differentialgleichungen 


Ki+ x, K. — (x, + @o) K, = 0, | 
Ket “a Gem HX, K; oa 0, 
(223) 
wee x, M, — (x, + @) M,—K,=09, 
Mi), + (%, + @o) M. — u, M+ K, = 0, 


in denen die Striche Ableitungen nach s bezeichnen. 
Sind «, B die Biegesteifigkeiten fiir die Achsen &, 7 und y die Torsions- 
steifigkeit, so gelten bei kleinen Deformationen die Beziehungen 


M,=a%, M,=6Bx,, M,=y %;. (2.4) 


Diese erganzen (2.3) zu einem System von neun Differentialgleichungen, das 
mit den Randbedingungen zusammen die Komponenten der Vektoren R, It 
und u bestimmt. 

Beruft man sich jetzt darauf, daB der auf Druck und Torsion beanspruchte 
Stab urspriinglich gerade ist und daB die Untersuchung auf beliebig benach- 
barte Lagen beschrankt werden darf, so kann man Kz, K,, M;, M,, und nach 
(2.4) auch xz, x, als von erster Ordnung klein ansehen. Man erhalt dann im 
Rahmen einer Theorie erster Ordnung aus den letzten Gleichungen (2.3) die 


konstanten Werte 
K,=-—D, M,.=W (2,0) 


und nach der letzten Relation (2.4) auch fiir x; einen konstanten Wert 


ee ee (2.6) 
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(om) + [yo-B (a+ a)}%,=Ky | ot 
(B %,)' — [y @ — & (@9 + w)|%,=— K, | 


zusammenfassen lassen. 

Setzt man schlieBlich voraus, daB die Steifigkeiten «, 8 und y sowie die 
spezifische Verwindung @, konstant seien, so trifft dies nach (2.6) auch fiir 
den spezifischen Torsionswinkel w zu, und die Beziehungen 


an+[yo—B(wo+o)]x,=K,, Bx,—[yo—a (a+ o)]%=—K;, (2.9) 


auf die sich (2.8) nunmehr reduziert, bilden mit (2.7) zusammen ein lineares 
System fiir Kz, K,, xs, x, mit konstanten Beiwerten. 

Setzt man w, = 0, so erhalt man aus (2.7) und (2.9) die Differentialglei- 
chungen, die R. GRAMMEL seinen Stabilitatsuntersuchungen!) fiir die unver- 
wundene Welle zugrunde gelegt hat. 


3. Die Transformationen 


Der Ubergang vom Hauptachsensystem (E, 7, £) auf ein anderes rechtwink- 
liges Achsenkreuz (uv, v, w) (Figur 5) wird fiir einen beliebigen Vektor a durch 
die bekannten Transformationen der Kreiseltheorie?) 


a, = a; (cosy cosy — sin y sin @ cos #) 
— a, (cosy sin y + sin y cos p cos #) + a. sin yp sin d, 


a, = a; (siny cos @ + cosy sin @ cos #) 
+ a, (— sin p sin p + cos y cos p cos #) — a. cosy sin #, 


(3.1) 


Aw = (a; sin y + a, cos @) sin B + a, cos d | 


vollzogen, in denen y, &, mw die Eulerschen Winkel sind. Da die Achse w bei 
unseren Anwendungen stets vertikal sein wird, ist ® von erster Ordnung klein; 
die Transformationen (3.1) reduzieren sich daher mit dem Winkel y = y + 
zwischen den Achsen uw und € auf 


ay, = a; Cosy — a, siny + a, sind sin y, | 
ay = a; siny + a, cosy — a, sin} cos y, (S22) 


dy = (az sin y + a, cosy) B+ a,. 


1) Vel. C. B. Brezeno und R. GRAMMEL, a.a.O., S. 541 und 545. 
By Ve eae T . . : : 

) Vgl. etwa G. HAMEL, Theoretische Mechanik (Springer, Berlin, Géttingen und Heidelberg 
1949), S. 95. 


a 
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Fur Vektoren, deren Komponenten a; und a, von erster Ordnung klein 
sind, kann der Klammerterm unterdriickt werden. Ferner erhalt man durch 
Anwendung auf den Vektor p 


¥%,=sindsiny, v,=—sindcosy, (3.3) 
so da das System (3.2) in unserer Naherung in die Beziehungen 
A, = 4,COSY — a, SINY + 4,Vy,, @y=a,Siny + 4, COSY + Az Vy, Ay=a, (3.4) 


uibergeht. Diese besitzen die Umkehrungen 


A= (Ay — Vy Ay) COSY + (4, — Vy Gy) sin y, | 
a, = — (ay, — Vy Gy) SIN Y + (@y — Vy Sy) COSY, (3.5) 
A, = Uy | 


und lassen sich an Hand der Figur 5 leicht direkt tiberpriifen. 


4. Die Differentialgleichungen im System (u, v, w) 


Die Differentialgleichungen der elastischen Linie sollen nun ins aufgerich- 
tete Hauptachsensystem, das heiBt in das System (u,v, w) (Figur 6), umge- 


BG 
Fig. 5 Fig. 6 
Die Bezugsysteme (&, 77, €) und (u, v, w). Die drei Bezugsysteme. 


rechnet werden, das aus (é, 7, ¢) dadurch entsteht, daB man den Winkel @ 
(Figur 5) zu Null macht. Die Transformationen (3.5) lauten in diesem Falle, 
da y von erster Ordnung klein ist, 


ae = 4, — Vy aw, a, = ay — Vy Ay, ae = ay; (4. 1) 
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und die neuen Differentialgleichungen kénnen entweder dadurch gewonnen 
werden, daB man die Gleichgewichtsbedingungen (2.1) von Anfang an im 
System (w, v, w) auswertet, oder aber durch Transformation von (2.7) und (2.9). 

Wahlt man den ersten Weg, so hat man davon auszugehen, daB sich das 
neue Bezugsystem mit der Winkelgeschwindigkeit 0(0, 0, @) + @) dreht. Man 
hat daher statt (2.2) jetzt 


ER 0 x R= 0, cM + oxM+0xRK=0, (4.2) 


und demnach an Stelle der Clebsch-Kirchhoffschen Differentialgleichungen 


Ke erty ie =0, | 
Kiel, yan = 0, 
ras = 0, 
t (4.3) 


— 
Mi,+ (@)+ @) M, +2, K, — v, Ky, = 9, 
Mi, +v, K,—v,K,=0. | 


M,, a (o ) M, + Vy Ky — Vy K, = 0, | 


Hier sind K,, K,, M,, M,, v,, v, — wie tibrigens auch die beiden ersten Kom- 
ponenten des Vektors u(x,,, %,, % ») — wieder von erster Ordnung kleine Gr6éBen, 
so daB man aus den letzten Beziehungen (4.1) und (4.3) unter Beniitzung von 
(2.5), (2.6) zunachst 


t=1, Ko=—D) “=o, Mo=yvo (4.4) 
und aus den iibrigen Beziehungen (4.3) noch 


Ki, — (@) + w) K,=0, K+ (a+ @) K,=0 (4.5) 
sowie 


Mj, — (w+ w) M,—Dv,—K,=0, M+ (w+ w)M,+Dv,+K,=0 (4.6) 
erhalt. 
Die Gleichungen (2.4) gehen mit den Transformationen (4.1) in 


M,, —y © 0, = « (%, — @ V,), M,—yov,= 8 (x, —@2,) (4.7) 


liber. Beachtet man, daB sich das Hauptachsensystem, in dem p konstant ist, 
relativ zum aufgerichteten mit der Winkelgeschwindigkeit u ++ ®y 0 — o dreht, 
so erhalt man durch Zerlegung der Relation 


d’v 
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im aufgerichteten System in der beobachteten Naherung die Beziehungen 
, 
Vy = %y + Wy Vy, Vy = — Ay — Wy Vy (4.9) 
Mit diesen wird aus (4.7) 


M,=—av,+[yo—a (w+ @)] %, 
(4.10) 
M,= Bu,+[yo—B (w+ @)] %, 


und mit (4.5), (4.6) sowie (4.10) ist jetzt ein System von sechs Differential- 


gleichungen fiir K,, K,, M,, M,, v,, v, gewonnen, das in manchen Fallen 
bequemer zu behandeln ist als dasjenige von Ziffer 2. 


5. Knichung durch Druck 


Im Falle reinen Druckes (W = 0) kann die in Figur 1 angedeutete Knick- 
aufgabe mit der von R. GRAMMEL beim unverwundenen Stab verwendeten 
Methode’) behandelt werden. Man geht zu diesem Zweck vom Hauptachsen- 
system aus, das heiBt von den Beziehungen (2.7) und (2.9), und setzt w =0. 
Durch Elimination von K;, K, kann man die vier Relationen tibrigens auf die 
Differentialgleichungen 

a x: —2B wx, + (D —« we) x, = 0, 
(Sa) 
Bx, + 20 Wo %, + (D— B a) x, = 0 | 


zusammenziehen, die nur noch durch die Randbedingungen zu erganzen sind. 
Beim beidseitig kugelgelenkig gelagerten Stab (Figur 7) hat man an beiden 

Enden die Randbedingungen 
Me OPeit =O, (522) 


é n 
da hier die Biegemomente verschwinden. Durch einfache Substitutionen ge- 
winnt man hieraus die Beziehungen, die der Verfasser seiner Untersuchung 
tiber die Knickung des verwundenen Stabes unter Druck allein?) zugrunde 
gelegt hat. 

In allen anderen Fallen lassen sich aber die Randbedingungen einfacher 
formulieren, wenn man das Knickproblem im aufgerichteten System behandelt. 
Man geht zu diesem Zweck von den Beziehungen (4.5), (4.6), (4.10) aus, setzt 
wieder wm = 0 und kann die vier letzten Relationen durch Elimination von 
M,,, M, auf 


B of, — (& + B) m9 % + (D— % 0%) y+ Ky=0, | 
av" + (a+ B) ov, + (D—Bok)v,+K,=0 | 


1) C. B. Brezeno und R. GRAMMEL, a.a.O., S. 541 und 545. 
2) H. ZIEGLER, a.a.O., S. 463. 


(5.3) 


ZAMP II/18 


oe 
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zusammenziehen. In den einfacheren Knickfallen (I in Figur 7 und II, III in 
Figur 8) ist K,, = K, = 0, so daB man nur noch das um die letzten Terme ver- 


ktirzte System (5.3) zu integrieren hat, das denselben Aufbau besitzt wie das — 


System (5.1). 


Im Knickfall I (Figur 7) zum Beispiel verschwinden M,, und M,, an beiden ~ 


Enden, so daB nach (4.10) sowohl unten wie oben die Randbedingungen 


UV, — Wo, =0, V+ Wo %y = 90 (5.4) © 


giiltig sind. Im Knickfall II. (Figur 8), das hei®t beim unten fest und oben 


horizontal verschieblich (und verdrehbar) eingespannten Stab, gelten an beiden 


Enden die Randbedingungen 


0, =0, 9, =0. (5.5) 


Im Knickfall III, das hei8t beim einseitig eingespannten Stab, hat man am ~ 


oberen Ende die Randbedingungen (5.4) und am unteren die Forderungen (5.5) 
zu erfiillen. 

Im Falle der Saéule mit gleichen Biegesteifigkeiten «, 8, bei welcher die Ver- 
windung w, unbestimmt ist und von Anfang an Null gesetzt werden kann, ist 
die Lésung der Knickaufgabe besonders einfach und fiihrt erwartungsgemaB 
auf die Eulerschen Werte. 


6. Druck und Torsion 


Das in Ziffer 5 fiir die Bestimmung der Knicklast vorgeschlagene Verfahren 
beruht auf der Annahme, daB die kritische die kleinste Belastung sei, unter der 
eine nichttriviale Gleichgewichtslage (in unserem Fall eine solche mit aus- 
gebogener elastischer Linie) existiert. Diese Annahme, die sich fiir konservative 
Systeme mit endlichem Freiheitsgrad leicht rechtfertigen und vermutlich auch 
auf konservative Kontinua ausdehnen laBt, stellt ein bekanntes und haufig 
verwendetes Stabilitatskriterium dar, das aber bei nichtkonservativen Syste- 
men versagt. Zu diesen gehért — wie sich zeigen wird — auch der gerade Stab, 
sobald die Last D durch ein axiales Moment W (Figur 9) ergéinzt wird. 

Eliminiert man aus (4.6) und (4.10) M, und M,, diesmal aber unter der 
Voraussetzung w + 0, so erhalt man neben (4.5) fiir die Gleichgewichtslage 


statt (5.3) das System 
Bunt [yw — («+ B) (wo 


+ ) 
+ {D + [y w — a (wy + @) 

a 

vi, 


]% 
] (@) + @)} v, + K, = 0, | 
12 (6.1) 


aU, —[y wo — (% + B) (ao 
+{D + [yo — B (wp 


©)] (+ @)} ¥y + K, = 0. 
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Beschrankt man sich auf die drei einfachen Falle von Figur 9, bei dees die 
kinematischen Randbedingungen die gleichen sind wie in Ziffer 5, so hat man 
wieder K,, = K,, = 0, so daB nur das um die letzten Terme verkiirzte System 


W W 
D 
z D D 
ZL I ue It 
Fig. 7 Fig. 8 Fi.g 9 
Beidseitig gelenkig Weitere Knickfalle Auf Druck und Torsion 
gelagerter Druckstab. unter Druck. beanspruchte Stabe. 


(6. 1) wbrigbleibt. Im Knickfall I lauten die Randbedingungen nach (4.10) 
unten und oben 


Bui, +[yo-B(o+o)]%=0, «0 —[yo—aloto)]%=0, (6.2) 


im Knickfall II 
v= 05) Ue 0, (6.3) 


und im Knickfall III sind am oberen Ende die Randbedingungen (6.2), am 
unteren die Forderungen (6.3) zu erfillen. 

Im Falle gleicher Biegesteifigkeiten «, 6 kann man w, = 0 setzen und er- 
halt, zur komplexen Schreibweise v = v, +7, tibergehend, statt (6.1) die 
Differentialgleichung 


I . ve , 2) ms | a 
v"+i(2-F)ov +(—-(1 2) v= 0 (6. 4) 
mit der allgemeinsten Losung 
y = A, e'™S + A, c*®, (6.5) 
in der A,, A, Integrationskonstanten und 06,, o, durch 
) D y? 
2-7 | (2 L) + |/4 P+ eo? (6.6) 


gegeben sind. 
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Im Knickfall I [der sich iibrigens bequemer direkt mit (4.6) und (4.10) be- 
handeln 1aBt] erhalt man aus (6.2) die Randbedingung 


v+i(t—2)ov=0, (6.7) 


und diese fiihrt, fiir s = 0 und s =_/ formuliert, nach kurzer Zwischenrechnung 
auf die Forderung 


(a, =.) bm Ser. (6.8) 


Dasselbe Resultat erhalt man im Knickfall IT, in dem an beiden Enden die 
Randbedingung 


v.= 0 (6.9) 


giiltig ist. In beiden Fallen fiihrt (6.8) mit (6.6) und der letzten Beziehung (4.4) 
auf die Greenhillsche Knickformel'*) 


D W2 bi 
a re a 


(6.10) 


Im Knickfall III, der bisher nicht untersucht worden ist, gilt fiir s = 0 die 
Randbedingung (6.9) und fiir s = / (6.7). Man kommt damit 


W ; : 
auf die Beziehung 


lor + (1 - 2) | eit! — [oy + (1 4) 0| eit (6,11) 


und diese besitzt, da o, + oy ist, keine Lésung. 

Die naheliegende Vermutung, daB im Knickfall III eine 
Losung existiere, wenn man das Moment W nicht axial, 
sondern (Figur 10) in der Tangente an die elastische Linie 
annimmt, bestatigt sich bei naherem Zusehen nicht. Das 
negative Resultat laBt daher nur eine der folgenden Inter- 
pretationen zu: 

a) Der Stab ist im Knickfall III unter jedem — auch noch so 
In der Tangente an Biever Baia eae 
die elastische Linie D) Er ist unter jedem —auch noch so kleinen — Moment labil. 
wirkendesMomentW. ¢c) Das verwendete Stabilitatskriterium wird unbrauchbar, 
sobald ein Moment vorhanden ist. 

Um zwischen diesen drei Méglichkeiten entscheiden zu kénnen, mu8 eine 

Energiebetrachtung durchgefiihrt werden. 


Fig. 10 


1) A. G. GREENHILL, a.a.O., S. 182. 
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7. Die virtuellen Arbeiten 


Die — auf die Langeneinheit bezogene — Verzerrungsenergie des Stabes ist 


1 2 9 Do) 
U = = (a net Burt y x3). (7.1) 


Dabei sind x, x, von erster Ordnung kleine GréBen, und %- unterscheidet sich 
nur um eine GroBe zweiter Ordnung von der Konstanten w. Nach den auf u 
angewandten Beziehungen (4.1) sowie (4.9) ist in erster Naherung 


te 0, = Ou O)) U,,, Hyg = Va — (Dy 1 ®) Vys (7.2) 


und damit erhalt man fiir die gesamte Formanderungsenergie bis und mit 
GréBen zweiter Ordnung 


l l 
a i ; 
u= [Tas -- = | fa le+ (wy + w) v,|?+ B [v;,— (Wp + @) vy]? + y x8} ds. (7.3) 
0 0 
Fir die Verktirzung des Stabes gewinnt man in der gleichen Naherung den 
Ausdruck ; 
—dl=1 - [Vi=a= =e weds = z/ (v2 = or) ds; (7.4) 
; 0 
und damit wird die potentielle Energie der Druckkraft D 
1 
V=-ZD/ w+ ds. (7.5) 
0 


Erteilt man dem Stab eine virtuelle Deformation, so andert sich der Be- 
wegungszustand des Hauptachsensystems um die Kinemate 6p, ou. Die virtuelle 
Arbeit der inneren Krafte ist 


6A, == 50 =~ / Das, (7.6) 


und dafiir kann man, wenn man (7.3) einsetzt, partiell integriert und ordnet, 
auch 1 


Pia im oe) (oy + @) v!, — a (wy + @)? vy] 60, ds 


a vo! + (a + B) (Wy + @) v4, — B (9 + w)? 0,] dv, ds ar 


i 
~ | 9 tna B [vn — (@o + 2) Vp] O%y |, 


—alv,+ (a+ wo) V,| bv, | F 


oo 


schreiben. 
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Entsprechend ergibt sich die virtuelle Arbeit von D zu 
l 
6A, =—6V = D | (v,, 60, + Vy 6v,) ds. (7.8) 
0 


Um auch die virtuelle Arbeit des Momentes W zu erhalten, denkt man sich 
zunachst nur ein einzelnes Stabelement ds deformiert. Sein oberer Endquer- 
schnitt dreht sich dann relativ zum unteren um einen vektoriellen Winkel, der 
nach der dritten Beziehung (3.1) die Vertikalkomponente 


Oxy = (dx, Sin p + 6x, cos p) sind + dx, cos # (7.9) 


besitzt. Unter Verwendung von (7.2) und der Relation m = y — py erhalt man 
hiefiir auch 


Oxy = {— (60, + (Wo + w) dv,] sin (x — y) (7.10) 
+ [dv/, — (@» + @) 6v,] cos (y — y)}sin d + dx, cos®, 


und dafiir kann man, wenn man sin (7 — y), cos (y — py) ausfiihrt, nur GréBen 
bis zur zweiten Ordnung beibehalt und (3.3) beachtet, auch 


OxXw = Vy [Ov + (Mp + @) dv, ] — v, [6v%, — (@p + w) dv,] + 6x, (7.11) 


schreiben. Multipliziert man diesen Ausdruck mit W, so ist der Beitrag des 
Elementes ds zur virtuellen Arbeit formuliert; die ganze virtuelle Arbeit von W 
ist daher 


1 
bAy = W f 5x, ds | 
a | (7.12) 


* 


=W / [v,, dv, — vy dvi, + (@o + @) (v,, dv, + v, dv,) + dx.] ds | 


v 


und nimmt — partiell integriert — schlieBlich die Gestalt 
is. 
6Ay =W J [v’, + (wy + @) vy] dv, ds — | [ei — (> + @) v4] 05 ds | 
PS i 4 (7,13) 
seal 6x, ds — v, dv, ’ + Vy tv, || | 
‘ 0 0 | | 
an. 


Die virtuelle Arbeit aller beteiligten Krafte setzt sich gemaB 


6A = 6A, + 64, + OAy (7.14) 
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aus ‘den Beitragen (7.7), (7.8) und (7.13) zusammen. Die Forderung, daB sie 
fiir jede passende — das heiBt den kinematischen Randbedingungen geniigende — 
Deformation verschwinde, fiihrt zunachst auf die Beziehung 


yx=W=yo, (7.15) 


hiemit auf die um die letzten Terme verkiirzten Differentialgleichungen (6.1) 
und schlieBlich fiir diejenigen Stabenden, an denen v,, v, frei sind, auf die 
dynamischen Randbedingungen (6.2). 

Diese Uberlegungen bestitigen zunichst die Beziehungen, von denen wir 
in Ziffer 6 ausgegangen sind. Zugleich zeigen sie, daB der Stab unter der Ein- 
wirkung eines Momentes W in der Regel nicht mehr konservativ ist. Im Gegen- 
satz zu 0A; und 6A p 1aBt sich namlich 6A y im allgemeinen nicht als Variation 
eines Integrals darstellen, das als negative potentielle Energie von W gedeutet 
werden k6énnte. Die rechte Seite von (7.12) l4Bt sich zwar durch partielle Inte- 
gration auf die Gestalt 


1 
OA = {2 Ww | fue, 30,0, 4 (ey cw) (22-02). 2), | “a | 

Latalls J | (7.16) 

st = W (vy, Ov, = Up O0,)p | 

bringen; diese hat aber die verlangte Eigenschaft nur dann, wenn das Rand- 
glied Null ist. In der Tat stellt dieser Randterm, vom Faktor W abgesehen und 
etwa fiir die obere Grenze angeschrieben, die Flache dar, welche die Horizontal- 
komponente des Vektors u(/) bei der Deformation tiberstreicht. Mit ihr hangt 
die Arbeit von W beim Ubergang von der unverformten in eine deformierte 
Lage nicht nur von dieser, sondern auch von der Art des Uberganges ab. 

Mit diesen Feststellungen ist das statische Verfahren von Ziffer 5 fiir den 
Fall reinen Druckes legitimiert. Was die Torsion bzw. die kombinierte Be- 
lastung (Figur 9) anbelangt, so verschwindet im Knickfall II mit Riicksicht 
auf die Randbedingungen (6.3) der letzte Term in (7.16). In diesem Falle ist 
der Stab also konservativ und damit die Greenhillsche Knickformel (6.10) 
giiltig. Verschwindet aber dieser Term nicht, und dies trifft nicht nur im Knick- 
fall III, sondern auch im Fall I zu, so liegt ein nichtkonservatives System der 
Art vor, auf die A. PFLUGER in seinem Lehrbuch?) hinweist. Das Knickproblem 
]4Bt sich hier nicht durch die Frage nach den nichttrivialen Gleichgewichtslagen 
lésen, sondern nur auf kinetischem Wege, das heiBt durch Untersuchung der 
Eigenschwingungen. Die Alternative am Schlu8 von Ziffer 6 ist somit dahin zu 
beantworten, daB im allgemeinen — und insbesondere in den Knickfallen I 
und III — das gebrauchliche statische Stabilitatskriterium versagt. 


1) A. Pricer, Stabilitatsprobleme der Elastostatik (Springer, Berlin, Géttingen und Heidel- 
berg 1950), S. 41. 


280 HANS ZIEGLER ZAMP 
8. Die Differentialgleichungen im System (x, y, 2) 


Bei vielen Aufgaben empfiehlt es sich, im ruhenden Koordinatensystem 
(x, y, 2) (Figur 2) zu arbeiten. Dieses wird aus dem aufgerichteten Achsenkreuz 
(u,v, w) in unserer Naherung durch eine Translation und eine Rotation mit 
dem Drehwinkel — (w, + w) s um die z-Achse erhalten; nach (3.5) gelten also 
fiir den Ubergang zum Hauptachsensystem die Transformationen 


Ag = (dy — Vg z) COS (Wg + @) S + (Ay — Vy 4,) Sin (Wp + @) S, 
A, = — (dz — Vz Az) SiN (Wy + @) S + (dy — Vy 4,) COS (Wp + @) S, (8.1) 
a,= ay. 


Die Differentialgleichungen im ruhenden System sind nur dann einfach, 
wenn die Biegesteifigkeiten gleich sind; sie sollen daher nur fiir den Fall a= 
hergeleitet werden. Um aber die Méglichkeit zu gewinnen, das in Ziffer 7 
ungelést gebliebene Knickproblem im neuen Achsenkreuz auf kinetischem 
Wege zu behandeln, lassen wir jetzt auch eine von erster Ordnung kleine — je 
Langeneinheit durch p(,, £,, 0) gegebene — kontinuierliche Belastung zu und 
erhalten dann durch Zerlegung der mit 


d& AM 
~+p=0, SH +0xK=0 (8.2) 


verallgemeinerten Gleichgewichtsbedingungen (2.1) die Differentialgleichungen 
Ke+?2=0, M,+ 0, K,—v, kK, =0, 
Ky + ?,=90, My+ 9, Kg— vo K,=0,-}" (8. 3) 
pst =0 M.+u,K,—29,K,=0. 

Hier sind neben f,, p, auch K,, K,, M,, M,, vz, v, — und dariiber hinaus 

auch die beiden ersten Komponenten x,, x, des Vektors u — von erster Ordnung 


kleine GréBen, so daB man zunichst unter Beniitzung von (2.5) und (2.6) 
sowie der dritten und sechsten Beziehung (8.3) 


v,,=1, K,=-D, M,=W=yo0, “=o (8.4) 
erhalt. 

Transformiert man jetzt, indem man sich auf den Fall « = B beschrankt, 
die beiden ersten Beziehungen (2.4) vermittelst (8.1), so kommt, wenn man die 
resultierenden Gleichungen mit cos (9+ @) s, sin (w»+@)s bzw. —sin(w)+o)s, 
COS (wo + w)s erweitert und addiert, mit Riicksicht auf (8.4) 


M,=y Wz + & (xz — W V;), M,=Yy @ vy + & (%y — wv,). (8.5) 


/ 
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Beachtet man ferner, daB aus 


dv 
Ge = U+ a0) Xv=uxd (8.6) 


die beiden Beziehungen 
Up = Hy — WVy, Vi, =— Apt Wz (8. 7) 
folgen, so erhalt man statt (8.5) 
Me=—%4,+y0,, M,=av,+yor,, (8.8) 
hieraus mit der vierten und fiinften Beziehung (8. 3) 
K,=—«av,—yov,—Dv,, K,=—av,+yovu,—Dv, (8.9) 
und schlieBlich der ersten und zweiten zufolge die Differentialgleichungen 
avtyov,+Dv,—f,=0, | 
(8. 10) 
av, —yov,+ Dv, —p,=90 | 


fiir v,,v,, die — wie unter der Voraussetzung « = # zu erwarten war — die 
Verwindung w, nicht mehr enthalten. 
Fuihrt man mit r(x, y, z) noch den Fahrstrahl vom Ursprung nach dem 
Schnitt s ein, so gilt 


dt. 
D— “as? (8. 11) 
es ist daher 
Vy =e) VUNG (8.12) 
und damit gehen die Gleichungen (8.8), (8.9) in 
M,=—ay"+yox', M,=ax"+yoy', (8.13) 


Kye ax"=yoy"— Dx, K,=—-ay"+yox"—Dy' (8.14) 


und die Differentialgleichungen (8.10) in das System 
acVYivoy”+ Dx" —$,=0, | 


(8.15) 
avyY—yox"+Dy"—$,=0 | 


fiir x, y tiber, wobei in unserer Naherung die Ableitungen nach s auch durch 


solche nach z ersetzt werden diirfen. 
Fiir den Fall, daB 4, = p, = 0 ist, kann das System (8.15) sofort zweimal 
integriert werden. Man kommt damit auf die Differentialgleichungen, die 
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R. GRAMMEL anschaulich hergeleitet und seinen Untersuchungen tiber den Ein- 
flu8 von Axialdruck und Torsionsmoment auf die kritischen Drehzahlen?) zu- 
grunde gelegt hat. 


9. Knickung durch Torsion 


Um die Knickaufgabe fiir den Fall reiner Torsion (D = 0) zu lésen, hat 
man nach Ziffer 7 im allgemeinen vom Schwingungsproblem auszugehen. Be- 
schrankt man sich dabei auf einen Stab mit gleichen Biegesteifigkeiten « = , 
der die konstante Masse yw je Langeneinheit besitzt, so liefert (8.15) die 
Schwingungsdifferentialgleichungen, wenn man noch D = 0 sowie p, = — X, 

y = —/¥ setzt. Bedient man sich der komplexen Schreibweise * +7 y=7, 
so hat man eine einzige Differentialgleichung 


1V 


ar —iyor" 


+ wr¥=0 (9.1) 
und daneben nach (8.13) und (8.14) die Randbedingungen 
r=), 7 =O; ar Sty or =O) ar ty ori, (9.2) 


je nachdem am betreffenden Ende die Ausbiegung der elastischen Linie, ihre 
Neigung, die Momente M,, M, oder die Querkrafte K,, K, verschwinden. 
Mit dem Ansatz 
r(z, t) = R(z) e'4 (9.3) 
und den Abkiirzungen 
Lo @sy, Leptzant (9.4) 
od a 
geht die Schwingungsdifferentialgleichung (9.1) in 
RV —iyR"—x*R=0 (9.5) 
liber, und die Randbedingungen (9.2) nehmen die Form 
R=0, R'=0, R"—ivR'=0, R"—ivR"=0 (9.6) 
an. Mit einem zweiten Ansatz 
R(z) =e"? (9.7) 
erhalt man alsdann die charakteristische Gleichung 
ot — vo* — xt = 0, (9.8) 


1) C. B. Brezeno und R. GRaAmnet, a.a.O., S. 797. 
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Labt man mit y= 0 das Torsionsmoment weg, so kommt man auf das 
gewohnliche Schwingungsproblem zuriick. Die charakteristische Gleichung 
(9.8) besitzt dann die Wurzeln 


1=%, O2=—k, Gg=1x%, O,= 1H, (9.9) 
die Differentialgleichung (9.5) mithin das allgemeinste Integral 


R = A (cosx z+ cosh x z) + B (cos z — cosh x 2) | 
; 9.10) 
+ C (sinx z+ sinh x z) + D (sinx z — sinh x 2). | 


Formuliert man jetzt die der besonderen Lagerung entsprechenden Rand- 
bedingungen, so erhalt man je nach dem Fall (Figur 11) eine der drei Eigen- 
wertgleichungen 

sing? sinhwi= 0." (1), | 


tg2%t+tghaei=0, (II), (9.11) 
fecOsva) Cosi 7 La= 0,50 5(1 LL). | 


Ihre positiven Wurzeln x, (7 = 1, 2, ...) stellen die Eigenwerte dar, und die 
zweite Gleichung (9.4) liefert mit 


a= + | x (paige, (9:12) 


fiir jeden derselben zwei reelle, nur im Vorzeichen verschiedene j-Werte, so 
daB die Eigenschwingungen (9.3) rein harmonisch 
sind. Im iibrigen besitzen die Eigenwertgleichungen 
(9.11) auch negative und imaginare Wurzeln, die 
aber auf die gleichen Resultate fiihren und daher 
unterdriickt werden kdnnen. 

Mit dem Auftreten des zweiten Gliedes in (9.8) 
wird die Aufgabe aber wesentlich verwickelter. Wir 
wollen uns daher mit einer Naherungslosung be- 
gniigen, die auf der Annahme |y| <|x| beruht und 
praktisch dadurch gerechtfertigt wird, daB | x| — wie 
man vom eben besprochenen Fall » = 0 her wei’ — 
mindestens von der GréBenordnung z//, also bei einer 
Welle der Lange /=10 m von der Ordnung 0,3 m™ 
ist, wahrend » die GréBenordnung des spezifischen 
Torsionswinkels w hat, der im Maschinenbau in der Figo 
Regel auf rund 0,005 m~—! beschrankt wird. Drei Knickfalle unter Torsion. 
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Betrachtet man 7/x als klein, so kann man statt (9.8) in erster Naherung 
ee y 
ot = 44» Pe me (1 +2) (9.13) 


setzen und erhalt hieraus in derselben Naherung 


= y \1/4 = y 
0, =, (1+ 2) = Gat > (t= 12,3, 4) ae 
Die vier charakteristischen Wurzeln werden also durch das Torsionsmoment 
um je 7/4 erhéht. Ferner ist jetzt in erster Naherung 


R(z) = e°7F - 74, (9.15) 
und damit erhalt man an Stelle von (9.10) die allgemeinste Lésung 


R= e'"**(B (cosx z — cosh z) + C (sinx z + sinh x 2) | (0.16) 
+ D (sinx z — sinh x z)], 


wobei die stets giiltige Randbedingung R(0) = 0 mit A = 0 bereits beriick- 
sichtigt ist. 
Im Knickfall I (Figur 11) ist die Lésung (9.16) den weiteren Randbedin- 


gungen (0) —iv R(0) =0, RY =0, R")—-ivRD=0 (9.17) 


anzupassen, und diese fiihren, wenn GréBen hoherer als erster Ordnung in »/x 
konsequent unterdriickt werden, auf die schon im Falle » = 0 giiltige erste 
Eigenwertgleichung (9.11) zuriick. Hieraus folgt sofort wieder, daB die Eigen- 
schwingungen harmonisch sind und unter dem Einflu8 der in Wirklichkeit 
vorhandenen Dampfung sogar abklingen, so daB der Stab jedenfalls unter nicht 
zu groBen Momenten W stabil ist. Demnach kann vermutet werden, daB die 
Greenhillsche Formel (6.10) sowie ihre Verallgemeinerungen fiir den beidseitig 
gelenkig gelagerten Stab!) sowie fiir die Schraubenfeder?) giiltig bleiben. 
Streng wird diese Behauptung freilich nur durch eine exakte, nochmals von 
(9.8) ausgehende Rechnung zu begriinden sein. 
Im Knickfall II lauten die Randbedingungen 


R'(0)=0, Ri()=0, Rl) —iv Rl) =0, (9.18) 


und da diese auf die zweite Eigenwertgleichung (9.11) zuriickfiihren, bestatigt 
sich die bereits in Ziffer 7 gemachte Feststellung, daB in diesem Falle die 
kritische Belastung durch die Greenhillsche Formel richtig wiedergegeben wird. 


1) C. B. Brezeno und R. GRAMMEL, a.a.O., S. 5388-548. 

2) J. A. Harincx, On the buckling and the lateral rigidity of helical springs, Proc. Ned. Akad. 
Wet. 45, 5383 und 650 (1942); vgl. auch Philips Res. Rep. 3, 401 (1948) und 4, 49 (1949), sowie 
H. Zircver und A. Huser, Zur Knickung der gedriickten und tordierten Schraubenfeder, ZAMP 1, 
189 (1950). 
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Im Knickfall IIT erhalt man mit den Randbedingungen 

R(0) = 0, R"(l) —ty Rl) =0, R"(l) —iv RR") =0 (9.19) 

die gegeniiber der dritten Beziehung (9.11) modifizierte Eigenwertgleichung 


1 + -cos%lcoshxl — > (cosx%/Jsinhx/+sinzxlcosh#l)=0, (9.20) 
die — wie leicht einzusehen ist — weder rein reelle noch rein imaginare Wurzeln 
besitzt. Die 4,, sind daher nach (9.12) nicht reell, so daB jetzt jede Eigenschwin- 
gung aus einer abklingenden und einer angefachten Komponente besteht. Hier- 
aus ergibt sich die tiberraschende Folgerung, daf® der einseitig eingespannte 
Stab unter beliebigen Torsionsmomenten W labil ist. 

Das letzte Ergebnis scheint auf den ersten Blick jeder Erfahrung zu wider- 
sprechen. In Wirklichkeit sind jedoch — ganz abgesehen von der Fragwiirdigkeit 
unserer Ansatze im Falle dickerer Wellen — Dampfungskrafte vorhanden, die 
den Stab jedenfalls zu stabilisieren vermdgen, solange W nicht zu groB ist. 
Immerhin ist aber zu erwarten, daB im Knickfall III im Gegensatz zu den 
beiden anderen das kritische Moment wesentlich von der Dampfung abhangt. 

Da man beim beidseitig fest eingespannten Stab ahnliche Ergebnisse erhalt 
wie im Knickfall II, ergibt sich fiir die Praxis die Forderung, tordierte Stabe 
bzw. Wellen im Interesse ihrer Knickfestigkeit bzw. eines ruhigen Ganges nicht 
fliegend auszubilden, sondern beidseitig, und zwar womdglich in der Art von 
Einspannungen, das heiBt unter Fixation der Tangente an die elastische Linie, 
zu lagern. 


10. Kvritische Drehzahlen 


Zu den hier betrachteten Problemen gehért auch die Bestimmung von 
kritischen Winkelgeschwindigkeiten unter dem EinfluB eines Axialdruckes bzw. 


W 
aL 
Fig. 12 Fig. 13 
Auf Torsion beanspruchte und am Gleichgewicht unter einer Last K und einem 
freien Ende durch eine Scheibe Moment W. 


besetzte fliegende Welle. 


eines Torsionsmomentes. Als Beispiel sei hier nur die fliegende Welle (Figur 12) 
mit gleichen Biegesteifigkeiten (« = f) herausgegriffen, die durch das Moment W 
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auf Torsion beansprucht ist. Dabei kann die Wellenmasse in erster Naherung 
neben der Masse m der Scheibe vernachlassigt werden und die Kreiselwirkung 
unberiicksichtigt bleiben. 

Als Vorbereitung soll zunachst die (bei Vernachlassigung der Dampfung 
labile) Gleichgewichtslage des in Figur 13 wiedergegebenen, links eingespann- 
ten und rechts durch das axiale Moment W = y w sowie die kleinen Krafte 
K,, K, belasteten Stabes bestimmt werden. Geht man zu diesem Zweck von 
(8.9) aus und setzt man v,+7v, =v, K,+27K,=K sowie D = 0, so erhalt 
man in komplexer Schreibweise die Differentialgleichung 


av’—tyouv+K=0 (10.1) 
und nach (8.8) die Randbedingungen 
v(0) = 0, av (l) —tyv(l) =0. (10.2) 
Fiihrt man hier wieder die Abkiirzung 


ty 2 y  Sowies a ee (10.3) 
a a 


ein, so kommt statt (10.1) und (10.2) 
v"—tvv'+k=0, v(0)=0, v'(l) —ivov(l)=0, (10.4) 


Die allgemeinste Lésung der Differentialgleichung (10.4) lautet 
ideal Bay, Sys (10.5) 
= 


und da sich die Integrationskonstanten aus den Randbedingungen (10.4) zu 


Bisa A= + (— il) (10.6) 


Vv v 
berechnen, ist die Gleichgewichtslage durch 


1 


v == [(> — 60) 1) - 4] (10.7) 


gegeben. Die komplexe Auslenkung 7, = x, + 7 y, am rechten Ende bestimmt 
sich hiemit zu 
l 


n=foda—+ | = (1+ —\ ei ni (Sy =1)| (10.8) 


s 2 } 
0 


und besitzt fiir kleine Werte von » die Entwicklung 


kis 3-5 1 p 
he (1 ++ ily— = ot.,.), (10.9) 


/ 


Y= 
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LaBt man k bei festem y gegen Null gehen, so gehen erwartungsgema4B 
auch v und 7, gegen Null. Umgekehrt erhalt man mit » = 0 aus (10.9) die 
bekannte, mit K gleichgerichtete Ausbiegung 7, 
= k 1/3 der nunmehr stabilen Gleichgewichtslage. 
Im allgemeinen haben aber die komplexen GréBen 
vy, und k verschiedene Argumente, die Ausbiegung 
also eine andere Richtung als die Einzellast. 

Mit diesen Vorbereitungen kann nun unser ei- 
gentliches Problem in der von R. GRAMMEL ange- 
gebenen Weise!) angepackt werden, wobei man sich 
zweckmaBig auch weiterhin auf das feste System 
(x, y, 2) bezieht und in der Scheibenebene (Figur 14) 


sdmtliche GréBen komplex zusammenfaBt. Bezeich- ee 4 Ke : 
: Owe S craft iel a | ti 
Bevel oden: Endpunkt der elastischen, Linie, S den "che SC 


Schwerpunkt der Scheibe, ¢ ihre Exzentrizitat und 
y ihren Drehwinkel, so kann man 7, = x, +7, sowie y als Lagekoordinaten 
derselben verwenden und hat zunachst 


r,=1,— e6'?. (10. 10) 


Da die Welle masselos vorausgesetzt wurde, tibt sie an der Scheibe neben 
einem Moment WM die Kraft P = — K aus, wobei K durch (10.9) gegeben, nach 
(10.3) also 


S Sis 
P=-F$ (1-4 ily) r, (10.11) 
ist, sofern man sich von Anfang an auf kleine Werte von W beschrankt und 
Terme hdherer als erster Ordnung in vy unterdriickt. Fiihrt man noch W sowie 
mit —m7,, —O @ die Tragheitskraf{te ein, so lautet das d’Alembertsche Prinzip 
fiir die Scheibe 


—m?,+ P=0, W-Op-—M-— P(r,—1) =0, (10. 12) 


wobei P die zu P konjugiert komplexe Kraft ist. 

Wenn man jetzt neben 7, auch e, nach (10.10) also ebenfalls 7, als klein 
annimmt, so folgt aus der zweiten Differentialgleichung (10. 12) fiir stationaren 
Betrieb (M = W) in erster Naherung y= 0, so daB man mit der Winkel- 


geschwindigkeit Q 
p= 21 (10.13) 


setzen kann. Die erste Beziehung (10.12) lautet dann mit (10.10) und (10.11) 


3% 5 3. xe 
r+ oS (t — ily) (r, — ee'%") =0, (10.14) 


1) C. B. Brezeno und R. GRamMEL, a.a.O., S. 775. 
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und dafiir kann man mit den Abkiirzungen 

ly = —-—W, (10.15) 
von denen die erste die kritische Winkelgeschwindigkeit bei Abwesenheit des 
Momentes W darstellt, schlieBlich auch 


v¥,+ (1—i pm) Q2r,= (1—ip) e QRe'*! (10. 16) 
schreiben. 
Die Differentialgleichung (10.16) besitzt das partikulare Integral 


og eT Sir ser Ce 
das nach (10.15) fiir W+ 0 beschrankt bleibt. Das Torsionsmoment hat mithin 
zur Folge, daB Q;, nicht mehr als kritische Winkelgeschwindigkeit ausgezeich- 
net ist. Andererseits lautet die allgemeinste Lésung der reduzierten Differential- 
gleichung (10.16) 
r,=Aecth? + Beth! (10.18) 
wobei 


Ayo = 2,Vi—ip (10.19) 


ist. Da- W+ 0 vorausgesetzt — eine dieser Wurzeln einen negativen Imaginar- 
teil besitzt, ist (10.18) fiir beliebige Werte von 2 unbeschrankt. Es muB also 
bei der auf Torsion beanspruchten fliegenden Welle — und dies entspricht der 
bereits in Ziffer 9 festgestellten Instabilitat — jede Winkelgeschwindigkeit 2 
als kritisch betrachtet werden. 

Diese Ergebnisse, die in diesem Sonderfall mit denjenigen von R. GRAMMEL!) 
nicht tibereinstimmen, scheinen auf den ersten Blick auch mit der Erfahrung 
schlecht im Einklang zu stehen. Sie erkléren sich aber theoretisch mit der 
bereits gemachten Feststellung, daB die Auslenkung 7, nicht in die Wirkungs- 
linie der Kraft P fallt und daher in (10.9) der imaginare Klammerterm der- 
jenige ist, der bei einer Naherungsrechnung in erster Linie beriicksichtigt wer- 
den muB. Ferner ist in Wirklichkeit auch hier neben der endlichen Dicke der 
Welle die Dampfung zu beriicksichtigen, welche wenigstens fiir kleinere Werte 
von W die Eigenschwingung stabilisiert, wahrend gerade fiir geringe W das 
partikulare Integral (10.17), wenn auch keine unendlich groBe, so doch eine 
betrachtliche Amplitude besitzen kann. Praktisch ist also damit zu rechnen, 
da unter kleineren Torsionsmomenten die Winkelgeschwindigkeit Q, durch- 
aus noch kritisch ist, wahrend mit zunehmendem W die Eigenschwingung 
gefahrlicher wird und von einer — von der Dampfung abhangigen — Winkel- 


1) C. B. Biezeno und R. GRAMMEL, a.a.O., S, 800. 


ee 
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geschwindigkeit 2 an zu unwillkommenen Erschiitterungen und schlieBlich 
zum Bruch fiihren kann. Um dieser letzten Gefahr zu begegnen, muB die 
Dampfung groB und der Betrag des Imaginarteils von 4 klein gehalten, nach 
(10.19) und der zweiten Beziehung (10.15) die Welle mithin kurz und biegesteif 
ausgefiihrt werden. Damit diirfte - wenigstens bei der fliegenden Welle unter 
starker Torsionsbeanspruchung — die Méglichkeit einer Stabilisierung durch 
Steigerung der Drehzahl dahinfallen. 

Mit diesen Ergebnissen ist im wesentlichen nur die Problemstellung fiir 
weitere Untersuchungen gegeben, die zum Teil bereits im Gange sind. Ferner 
ware ein Vergleich mit Versuchsresultaten 4uBerst wiinschenswert, da ja durch- 
aus denkbar ist, daB die hier und in Ziffer 9 festgestellten Anomalien erst unter 
Torsionsmomenten merklich werden, die praktisch nur selten realisiert sind. 


Summary 


Thin rods or shafts, subjected to thrust and torsion, become unstable under 
a certain load. Starting from the well known CLEBSCH-KIRCHHOFF equations and 
applying three different systems of reference, the author establishes differential 
equations and boundary conditions for the buckling problem as well as the 
problem of critical speed. He proves that the purely statical method usually 
applied is legitimate only in the absence of torsion, the axial moment being non 
‘conservative. Treating the simple case of a built-in free rod as a vibration prob- 
lem, he shows that an axial moment of arbitrary size gives rise to an instability. 


(Eingegangen: 15. 8. 1950.) 
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Eine Lésung fiir / eb(x+acosx) dy 


Von Kart EmpeEN, Ziirich 


In nebenstehendem Schema ist C ein Plattenkonden- 
sator, dessen Plattenabstand d sich periodisch andert: 


Up C d=d,(1—asinwt?). 


Es ist deshalb 
1 


ih = hina GA 


C6 


Lost man die lineare Differentialgleichung fiir die Ladung 


dQ 1—asinot 
a IRE, 


Q-zt=0 


ZAMP II/19 
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nach Q auf, so erhalt man: 


t 
mi t a =e A RC. = RC cos wt 
Q=ke Gee ae cos.) the, Uo. } Bn i Rea dt (1) 
d si ere eee LOE 
eR&o wo RC, 
Es stellt sich also die Aufgabe, das unbestimmte Integral 
teh eee ae (2) 


zu losen. 
Zuerst suchen wir eine Lésung fiir den Fall ab <1. Es wird 


/; bcos¥+sin*x\ 4 

b (x+acos x) Bs bx aa petites SOB See = yt od 

fe dx ~ fe (1+ abcos*)dx=>(1+ab 1a b2 Je 

1 a*\b® a b? ab 

oe i eae ee 3 
a> (1 z+ BY) eas sin w ¢t ery © cos at (3) 

a? b3 : a? b? ) b(x+acos x) 

Ee, uh Tease OR ‘ eee t ah % 

2(1 46% nis ARS COREA cos2@t+ iid 


Der erste Teil der rechten Seite der Gleichung (1) stellt einen abklingenden Vor- 
gang dar. Der zweite Teil mu8 dagegen eine stationare Schwingung ergeben. 
Deshalb mu8 man fiir die allgemeine Lésung folgenden Ansatz machen: 


fo, 2] 
feble+acos2) gy — = EE + J (A, sinn x + B, cosn m|easses +C. (4) 
n=1 


Differenziert man die Gleichung (4) nach x und dividiert dann durch e?!*+2°°S*) 
so erhalt man: 


te ce 
ik le ng & (nA, cosnx—nB, sinn x) + (1 — asin x) 
n=1 


co 
x (40+ » (A, sinn x + B,cosn *)). 
/ n=1 


Diese Gleichung fiihrt nach Anwendung der Additionstheoreme der trigonometri- 
schen Funktionen leicht zu folgender, in Tabellenform geschriebener Gleichung: 


Glieder mit 


const A, = = a =1, 
sin ¥ = a tA fee a-46 + els 7)! 
(5) 
cos ¥ + + Bye = 0, 
sin 2 * ay 225" a, 
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Glieder mit 

cos2 x = aos + B,4 aa ae = 0, 

sin 3 % —— ee + A, os el = 0, 

(5) 

cos3 *¥ SE mee + B, + a wes = 0, 

: 4B 

sin 4 5 +A, fe ae aes =0, 

usw. i = = = = Q. 


Wird in unserem Integral a = 0, so wird die Lésung e®*/b. Es folgt daraus, daB 
dann A, = 1 und alle A,, = B, = 0 sein miissen. Alle Werte A, und B,, miissen 
ein Glied mit a derart enthalten, daB ihre Werte fiir a = 0 selbst gleich 0 werden. 
Der Gleichung (3) entnimmt man, daB8 fiir sehr kleine Werte von a b die Werte 4, 
und B, einen Faktor mit a und die Werte A, und B, einen Faktor mit a? enthalten. 
Dann folgt sofort aus der obersten Zeile der Gleichung (5), daB A, nebst dem 
Wert 1 noch ein Glied mit a? haben mu8B. Aus Zeile cos # folgt, da8 A, und B, 
noch Glieder mit a? haben miissen. Die Bedingungen der Gleichung (5) zwingen 
zu folgendem Ansatz: 


Jess lh alle, ae GS aly SO Mls SS aio. 
A,=@ Ay, + @° A, + @° A, + a Ais + eee, 
Bi @ Bi 4 a By @° By 4 a. Bi, +: =, 
A, = a? Any + a4 Ag, + a® Ang + a® Ag + + +s, 
B 
A 


a= 4° Boo + a* By + a® Boy + a® Bog + ++, 


FaBt man alle Glieder mit a der Zeilen sin x und cos % der Gleichung (5) zusam- 
men, so folgt: 


il Ca 
Sap ee At ion an ee a 
daraus b 
il 
5 Aw + Bio — 2 Pie apa 
. De 
aus Zeile 1 folgt: AR ee 2iher Der 


So lassen sich zwangslaufig alle Glieder der Reihen 4, und 4,, B, bestimmen. Fur 
A, erhalt man: 


a2 b2 SRO 
Eber eate 2-1! (1 + 52) + 33-21 (1 + 5%) (22 + b%) 
3-5-a% bs ee 
+ 3-31 (i + BY (22 + bY (3? + 6%) 


oo ey PN: (a 0)?” 
seas) ( ) (I + 6%) (22+ b%) ... (w+ BY 
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Die Reihe fiir B, findet man aus der Reihe 4, durch den Ansatz 


ieedAr 
ea eee da ~ 


Alle iibrigen Reihen erhalt man aus den Bedingungen der Gleichung (5). Die 
Reihen konvergieren, denn ihre Glieder nehmen schneller ab als diejenigen der 
Reihe fiir ; 


Beet oe 
|): ~ 14 0? 
Das Integral feb sacimy) dy 14Bt sich durch den Ansatz y = * + x/2 leicht auf 
das Integral der Gleichung (2) zuriickfiihren. 


(Eingegangen: 13. 6. 1950 bzw. 27. 2. 1951.) 


Bemerkungen zur Arbeit von K. Emden 
« Eine Lésung fiir i eb (x + acosx) Jy, 


Von HEINz RUTISHAUSER, Ziirich?) 


Die Differentialgleichung fiir den Schwingkondensor 


1 : 
= QO’ + (1—asinz)Q=1 (6>0) (1) 
hat genau eine periodische Lésung (mit der Periode 2 2), namlich 
) ff, b e~O(% +4008 x) / e+ O(¥+4aC0s x) dx. (2) 
= 50 


Der Verfasser gibt hiefiir die Fourier-Entwicklung an, wobei die Koeffizienten A, 
und Bb; komplizierte Reihen in den beiden Variablen a und b sind. 

Es sei hier darauf hingewiesen, da sich die 4; und B, einfacher durch Ketten- 
bruchentwicklungen bestimmen lassen, insbesondere liefert derselbe Kettenbruch 
alle Koeffizienten A;, und B,: 

Mit dem komplexen Fourier-Ansatz fiir die Lésung von (1) 


, 


+00 * 
Q= J a,(a)¢e"* (wobei v, = a_,) 
—0o 
findet man durch Einsetzen in (1): 
Coal ueetes Cnty — by ; 
zi ig = + oy +a Sh Anat ene = i 
oder (Koeffizientenvergleich) : 
*s % — 
fir = 0: “a,+ a St = Hm + a Im(u4) = 1, (3) 
ie ; in a 
fiirn>0: , (1 . +) + 3> (@ng1— Ma) = 0. (4) 


‘) Institut fiir angewandte Mathematik der ETH. 
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Setzt man jetzt «,,;/«, = B,, so erhalt man aus (4) nach Division durch a, offen- 


bar: aot 
oder ( 3 3) = 23 (P, Bx) eos 
ee 
ali-G) +b 


Die Formel (5) definiert die Zahlen By, B,, By, ... durch unendliche Kettenbriiche!), 
aus denen man leicht. die Koeffizienten «, oder auch die Koeffizienten Jali JB, 
der reellen Entwicklung’von K. Empen bestimmt. Es ist namlich «, = %& Bo, und 
weil ja a, reell sein muB, nach (3): 


(Eingegangen: 27. 2. 1951.) 


Beobachtungen an Wirbelrohren 


Von HERBERT SPRENGER, Ziirich?) 


G. RANQUE’) hat einen interessanten Apparat angegeben, in dem mit Hilfe 
einer Wirbelkammer expandierende Gase in warme und kalte Teilstr6me sepa- 
riert werden kénnen. Spater hat R. Hirscu*) Dimensionen und MeBresultate 
seiner Konstruktion ver6ffentlicht. Die Erklarung der Vorgange im Wirbelrohr 
scheint bis heute noch nicht einwandfrei gelungen zu sein®>). Es ditirfte deshalb 


1) Die B,, sind die Teilbriiche des Kettenbruchs 


2) Institut fiir Aerodynamik, ETH. 
3) G. Rangug, J. Phys. Radium [7] 4, 112—114 (1933). 

4) R. Hirscn, Z. Naturf. 1, 208—212 (1946). 

5) R. M. Mirton, Indust. Eng. Chem. (1946), Mai, S. 5, und Dezember, S. 5—16. — G. BuRcK- 
HARDT, Z. Naturf. 3a, 46—51 (1948). — D. S. WesstTeER, Refrigerating Eng. 58, 163—171 (1950). — 
C. D. Futron, Refrigerating Eng. 58, 473—479 (1950). — D.reER Haar und H. WeRGELAND, Kong. 
norske Vidensk. Selskab 20, Nr. 15, 55—58 (1948). — Roy MacGexr, Jr., Refrigerating Eng. 58 
974—975 (1950). — F. ScHULTZ-GRUNOow, Kaltetechnik, 2, H. 11, 273—274 (1950), und VDI. 92, 
Nr. 36, S. 1018 (1950). - K. Erser und M. Hocu. Z. Natur. 6a, 25—31 (1951). 
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von Interesse sein, Beobachtungen mitzuteilen, die im Laufe der letzten zwei 
Jahre in unserem Institut gemacht worden sind. ; M 
Das Schema eines Wirbelrohres ist in Figur 1 wiedergegeben. Durch die Diise 
und Einlaufspirale stromt in das Rohr vom Innendurchmesser D mit Drall pro 
Zeiteinheit die Gasmasse m, ein. Der Zustand des Gases vor der Expansion und 


Fig. 1 


Wirbelrohr. Schema eines Demonstrationsmodelles mit Glasrohren, Spiraleinlauf und Blende nach 
Hitscu (pp = barometrischer AuBendruck; alle weiteren Abkirzungen sind im Text erklart). 


sein Verhalten dabei sind bestimmt durch die (CGS)-Daten: p) = Druck, ty = 
Temperatur, M, == Molekularmasse, x = Adiabatenexponent, c, = spezifische 
Warme. Mit Rohren, deren Lange L > 25 D ist, erhalt man gute Temperatur- 
separation. Ein Teil | (m,;,/m ) m,| des Gases entweicht abgekiihlt nach links, und der 
Rest str6mt durch die «Expansion» erwarmt nach rechts. Beim Hilsch-Rohr ist 
auf der Kaltluftseite als Begrenzung der Einlaufspirale eine Blende von bestimm- 
tem Durchmesser eingebaut. Es laBt sich damit die Trennwirkung verbessern und 
(infolge p,, > p,) die Mengenverteilung durch Drosseln eines Regulierhahns ein- 
stellen. 

An einem warmeisolierten Wirbelrohr dieser Bauart wurden Druck-, Tempe- 
tatur- und Mengenmessungen ausgefiihrt. Die von Hiiscu veréffentlichten Re- 
sultate konnten verifiziert werden. In Figur 2 sind die Dimensionen des Apparates 
und die Mef®ergebnisse fiir konstant gehaltenen Eintrittsgaszustand (po, fo) und 
Mengendurchsatz (m») zusammengestellt. Die Mengen-Temperatur-Charakteri- 
stiken zeigen das Betriebsverhalten des Wirbelrohres. Die Energiebilanz dient 
als Maf fiir die MeBgenauigkeit; es sind dabei die Kalte- bzw. Warmeleistungen 


Qh = Cy (to — ty) (=) Mo 


und 
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40 ic | 


Restdruck 
Py — by bar 
0 
+0, 
Warmebilanz , 
1Qw| = |Qxl-07 
lQw| +192 
a eB 
VAs Ape a sd 
100 1 
60 / 
warme Luft 60 I ie ‘§ 
ty — % dj 


t 


v 


to — ly 
kalte Luft 


Fig. 2 
Betriebscharakteristiken eines Wirbelrohres, Bauart Hixscu. 
Rohr D = 1ecm @, Diise d= 0,24cm OG, Blende B= 0,5cm ©@. 
Luft: my = 4,71 8/s, t) = + 20°C, po = 4,89 bar, pg = 0,966 bar. 
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Wenn man die Druckluft von p, auf p; in einer idealen Maschine adiabatisch 
expandieren lieBe, wiirde sich die Luft abkiihlen um 4T aq °C. 


1 
Ade Ay. toma Ls @ (3 ’ 
Pr ‘ x 
wobei T, = 273 + ty. Fiir das Beispiel nach Figur 2 la8t sich mit Ty = 293°K, . 
fo 482 55:06 snd ee dee eee 
Pr 0,966 


berechnen. Durch den Drosselvorgang nach JOULE-THOMSON wiirde sich die Luft 
nur um ATp~ 1°C abkiihlen. Mit Hilfe des Wirbelrohres konnten Abkihlungen 
bis AT;, = 38°C, aber auch Erwarmungen bis 4T,, = 100°C erreicht werden. 

Fiir die Messungen wurde die Luft aus dem Druckluftnetz der ETH. entnom- 
men. Beim Unterschreiten des Taupunktes treten auf der Kaltluftseite Wasser- 
kondensation und Eisbildung auf. Die Vermutungen, daB die Luftfeuchtigkeit 
am Trennvorgang mitbeteiligt sei, wurde durch den Versuch widerlegt. Bei Ver- 
wendung getrockneter Luft aus Druckflaschen ergab sich eine geringe Verbesse- 
rung der Kiihlleistung. 

Gr6Bere Wirbelrohre erzeugen Larm im Bereiche der Schmerzgrenze (Schall- 
filter sind sehr wirksam). Die Gerausche andern sich mit der Mengenverteilung 
und sind bei den tiefen Temperaturen besonders charakteristisch. L. F. Ryan?) 
hat bei seinen Temperaturmessungen an Oberflachen, die stark turbulenten 
Str6mungen ausgesetzt sind, dieselben Beobachtungen gemacht. Diese Tatsachen 


A,=b265 cm D-lem 


WAG 


Fig. 3 
Stehende Schwingungen in einem warmseitig ganz geschlossenen Wirbelrohr (Auf- und Seiten- 
sicht, gezeichnet nach Photoaufnahmen). Im Bilde, unten, ist (zehnmal verkleinert) das Schema der 
Anlage gezeigt. 


bestarken die Vermutung, da bei den Temperaturseparationen instationare Vor- 
gange mafgebend beteiligt sein kinnten. — Die stehenden Wellen in Figur 3 sind 


ey, ACKERET, On Aerodynamic Cooling Effects, Ricerca sci. 20, Nr. 12, 1926-1927 (1950). 


LF. RYAN, Experime nts on Aerodynamic Cooling, Mitteilung Nr. 18 des Instituts fur Aevodimnunia 
an der ETH, (1950). 
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in einem warmseitig ganz geschlossenen, horizontal gelagerten, langen Wirbelrohr 

nach Kunpt mit Lycopodiumsamen sichtbar gemacht worden. Bei L = 35 D 

war ein lockerer Wattepfropfen im Rohr zum Abschirmen storender Luftbewe- 

gungen. Die Rohroberflache und somit auch die im Innern eingeschlossene Luft 

pete die Temperatur iz = 7}, = 32°C, so daB die Schallgeschwindigkeit in der 
u 


Aig eee 
a= Le Ry I, = 35 OOO CaaS 


wird (f = 8,314 - 107 = absolute Gaskonstante, M, = 28,96). Der Abstand zweier 
Schwingungsknoten betragt eine halbe Wellenlange (= //2), so daB sich mit 
a= vi die Frequenz y berechnen 1a8t. Man er- 
kennt deutlich, daB die intensive kurzwellige 
Schwingung (», = 130 kHz) durch eine langwel- 
lige stehende Schwingung (vy, = 7 kHz) moduliert 
wird. Die Ultraschallfrequenz », kénnte durch 
die Expansion der Luft in der Diise angeregt wer- 
den. Bei tiberkritischem Druckverhdltnis treten 
in Gasstrahlen Verdichtungs- und Verdiinnungs- 
knoten auf, deren Frequenz dem Diisendurch- 
messer (d) proportional ist. Beim verwendeten 
Wirbelrohr ist », von dieser GroBenordnung. In 
einem genau doppelt so groBen Wirbelrohr konnten 
-Schwingungen der halben Frequenz gemessen wer- 
den. Die hérbare Schallfrequenz 1a8t sich durch 
Resonanz im Rohr erklaren. 

Bemerkenswert ist die Tatsache, daB sich Er- 
warmungs- und Abkihlungseffekte bei der Expan- 
sion von Gasen auch ohne Verwendung einer aus 
Einlaufspirale und Blende bestehenden Wirbel- 
kammer nachweisen lassen. In Figur 4 (links) wird 
gezeigt, wie sich der in einer Diise erzeugte Gas- 
strahl tangential in das Rohr einblasen 1a8t, so 


if Py = lbar 
4-20 
HH 2=sfom 
3 d=Gisom 


i a 
I o—0 


Ha 25° 


Fig. 4 
daB eine Rotationsbewegung entsteht. Sofern das _ Bei einseitig geschlossenen Rohren 


Rohr geniigend lang, innen glatt und einseitig ganz  erhitzt sich die Wandung, wenn 
darin Gase rotierend bewegt wer- 


oder teilweise geschlossen ist, kGnnen starke Er- 3 
wadrmungen erreicht werden. Beim Versuch nach den, sofern oe Se glatt 
Figur 4 wurden einfache Probierglaser und zum we Dee it 
Messen der Oberflachentemperaturen (¢7) Thermo- 

colorfarben benutzt. Die Innenwand des Rohrchens rechts war rauh. Sand der 
Kornung 0,02cm wurde mit Wasserglas homogen aufgeklebt. Die Rohroberflache 
erwdrmte sich gegeniiber ¢) nur um etwa 5°C. Der Wirbelrohreffekt scheint aller- 
dings noch vorhanden zu sein. 

Ahnliche Versuche fiihrten zu der bedeutsamen Erkenntnis, da8 der Wirbel- 
rohreffekt durch Rohre mit veranderlichem Durchmesser (divergent, konvergent, 
gewellt bzw. kugelig) sowie durch Kriimmungen der Rohrachse nur wenig beein- 
fluBt wird. Abweichungen vom Kreisquerschnitt wirken sich jedoch ahnlich wie 
Wandrauhigkeiten aus. 

Die Oberflachentemperaturverteilung eines einseitig ganz geschlossenen Neu- 
silberréhrchens (1+ 1,02 cm Durchmesser und L = 30 D) wurden mit Thermo- 
elementen bei verschiedenen Einstrémrichtungen («) des Luftstrahles gemessen 
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(siehe Figur 5, links). Die gesamte, auf Spiralbahnen entlang der Wandung ein- 
stromende Luftmenge verlaBt das Rohr wieder durch denselben Querschnitt hin- 
durch, aber in Nahe der Achse. Die Rohrwandung hat eine hohe Temperatur. 
Weil ihr aber keine Warme entzogen wird, ist ¢,, ~ t) gemessen worden; die Ener- 
giebilanz ist demnach in Ordnung. 

La®Bt man nun aber auch einen Teil der Luft aus dem bisher geschlossenen 
unteren Rohrende entweichen, dann tritt dieser Teil erwarmt und der bei der 
Strahldiise zentral ausstromende Rest abgekiihlt aus. Die Anordnung auf Figur 5 
rechts ist also ein Wirbelrohr einfachster Bauart. 


Drucklyft t= 20°C 
4b bar, fy lbar 


wo w we 


D=/cm d=0, lcm 


Fig. 5 


Oberflachen- und Lufttemperaturen bei einem Wirbelrohr einfachster Bauart. 


Blast man Gase mit geeigneter Temperatur und Geschwindigkeit in lange 
einseitig (ganz oder teilweise) geschlossene, ungefahr achssymmetrische Hohl- 
raume hinein, dann entstehen Heizeffekte, die Schaden verursachen, aber auch zu 
Nutzanwendungen fiihren kénnen. 

Figur 6 illustriert diesen ProzeB an einem einseitig geschlossenen Rohr aus 
thermoplastischem Material. Das Zelluloidréhrchen (0,74 - 0,8 cm Durchmesser) 
ae Bereiche der hohen Wandtemperaturen durch den Innendruck aufge- 

aht. 

Das Resultat eines Wirbelrohr-Schmelzprozesses ist nach den Schnittbildern 
der Objekte gezeichnet worden (Figur 7). PreBluft von 20°C wurde mit Drall in 
lange Bohrungen innerhalb eines Paraffinklotzes (Schmelztemperatur t, = 57°C) 
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eingeblasen. Mit der oben austretenden Luft gelangen nur einzelne Paraffin- 
tropfen ins Freie. Bei diesem Vorgang kénnen vier Zonen unterschieden werden. 
In der Zone I bleibt die Rohrwand unverandert, weil tr < t, ist. Die Schmelz- 
und Abbauwirkungen treten in der Zone II auf. Diese kann wieder in drei Be- 
reiche, a, b, und c, unterteilt werden. Die Oberflaiche ist innerhalb a k6rnig-rauh, 
im Bereiche 6 und c geschmolzen-glatt-gewellt, im Gebiete c sammelt sich nach 
einiger Betriebszeit auf vorher geschmolzenem Grund an andern Stellen abge- 
bautes Material an, spiralf6rmig diinenartige WAlle bildend. Langs der Zone III, 
von L = 10D an, ist die unveranderte Innenwandung mit fein granulierter 


WW: 


=e 
WHMMUAYW 


ile Se re eenel 


= SJ 
2,~Sber na 
bL-0C N \ 
d=Olem \Y 
D=98cn \N 
i en 
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mgr? d=Oii cm 
Wirbelrohrvorgang erhitzt einseitig geschlos- 
senes Rohr aus thermoplastischem Material 


Fig. 7 
und blaht es auf. Wirbelrohrvorgang bewirkt SchmelzprozeB. 


Substanz kompakt ausgekleidet. In der Zone IV kénnen nur vereinzelte lose oder 
an die Wand angeklebte Partikel vorgefunden werden. Die Zonen a und IV 
bleiben stets durch einen schlauchférmigen, engen Kanal miteinander in Verbin- 
dung. Beim Versuch nach Figur 7 rechts konnte ein Teil der erwarmten Luft 
unten austreten; sie fiihrt auch einige Paraffinsttickchen durch die AuslaSboh- 
rung hindurch mit sich, sofern deren Verstopfen verhindert wird. , 

Zum Untersuchen der Auswirkung von Flieh- und Corioliskraften auf den 
WirbelrohrprozeB wurde ein Neusilberrohr mit der Wandstarke 0,01 cm, dem 
Innendurchmesser D = 1 cm und der Lange L = 26 D in 20 D Abstand zwischen 
zwei Kugellagern gehalten und mit einem leichten, Luftturbinenrad (aus Hart- 
gummi) angetrieben (siehe Figur 8). Mit diesem rotierenden Wirbelrohr konnten 
die an Hand der Figur 5 beschriebenen Versuche wiederholt werden. Man kann den 
Luftstrahl im Rohrdrehsinn einblasen bzw. mit der entgegengesetzten Dreh- 
richtung. Bei den Versuchen lie8 sich die Winkelgeschwindigkeit  ~ 5000/s nur 


poten 
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mit etwa + 10% Genauigkeit konstant halten; ein Stroboskop diente zur Dreh-— 
zahlmessung. Die Resultate in Figur 8 dienen nur zur ersten Orientierung. Trotz — 
der relativ kleinen Umfanggeschwindigkeit des Rohres (etwa 2500 cm/s) sind beim 
Versuch mit dem einseitig ganz geschlossenen Rohr deutliche Verschiebungen der 
Temperaturgrenzen fiir die beiden Relativdrehrichtungen zu erkennen. Die Tem- 
peraturen wurden mit Thermocolorfarbe Nr. 1 bestimmt (Farbanderung bei 40°C 
von Weif8 in Hellblau). Die verschieden 
schraffierten Bereiche sind nach der Farb- 
sattigung abgeschatzt. 

In verschiedenen, aus Glas hergestellten 
Wirbelrohren (D = 0,4 bis 8cm) wurden — 
die Bewegungsmechanismen beim Betriebe — 
mit Luft sowie mit Wasser beobachtet und 
verglichen und als einander sehr ahnlich 
gefunden. Den Str6mungsmedien sind ver- ; 
schieden schwere sichtbare Partikel beige-_ 
mischt und deren Bahnkurven verfolgt wor- _ 
den (teilweise bei stroboskopischer Beleuch- 
tung). Figur 4 (links) zeigt, sehr schematisch 
skizziert, die Kinematik im einseitig ganz 
geschlossenen Wirbelrohr. Langs der Rohr- 
wand strémt auf Spiralbahnen (S,) das Gas 
oder die Fliissigkeit ein und flieBt teilweise 
auf kleineren Radien ebenso wieder zuriick 
(S,). Zwischen diesen beiden Stré6mungen ist © 
stark turbulenter Austausch (4) wirksam}). 
Weiter befindet sich im Innern dieser um- 
kehrenden Drallstr6mung ein Wirbelkern 
(I = Trombe), durch den hindurch der Rest 
des Mediums zuriickflieB8t. In kurzen Wirbel- 
rohren (totale Lange < 6 D) bildet sich ein 
stabférmiger Wirbelkern aus, der sich zentral 
auf die RohrabschluBflache aufsetzt. Bei 
Fig. 8 langeren Rohren endet die Trombe auf der 
Zylinderwandung (Z) und bildet gewisser- 
maben eine um 90° abgebogene, umlaufende, 
schlauchartige Leitung (vergleichbar einem 
Kanal einer Radialturbine), durch die hindurch Teilchen aus der Wandnahe zur 
Rohrachse und weiter zentral (durch die Blende) auf die Kaltseite gelangen 
k6nnen. Eine ahnliche, sekundare Ringwirbelstr6mung (S;) mit Kern und ab- 
klingendem Drall bildet die Fortsetzung des mehrfach verzweigten Bewegungs- 
systems. 

Wird der Regulierhahn (siehe Figur 1) etwas ge6ffnet, dann tiberlagert sich 
den Strémungen eine axiale Komponente; das Einzugsgebiet der Trombe ver- — 
schiebt sich gegen gréBere L/D. Bei weiterem Offnen des Hahns verschwinden 
der 90° abgebogene Trombenschlauch und die Sekundarstr6mung (S;). Der Ein- 
fluB der Str6mungen im Wirbelkern auf die Separationsvorgange (¢, < ty < #, und® 
bei Gasgemischen M,, > M, > M,,) ist quantitativ noch nicht untersucht worden. 


ACU 
WAN A 


g=Sbar 


0, 
Baie, UC 


Rotierendes Wirbelrohr. 


_ 


(Eingegangen: 31. 1.1951.) 


1) Vel. J. Ackeret, L. F, Ryan, F. ScuHULTz-GruNow, K. E-tser und M. Hocu, l. c. 
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———— 
Varia — Miscellaneous — Divers 


Arnold Sommerfeld 


; Am 26. April starb im 83. Lebensjahr in Miinchen an den Folgen eines etwa 
vier Wochen vorher erlittenen Verkehrsunfalls A. SOMMERFELD, einer der bedeu- 
tendsten deutschen Physiker seiner Generation. Es war ihm noch vergonnt, fiinf 
von geplanten sechs Banden seiner Vorlesungen tiber theoretische Physik in end- 
gultiger Form der Nachwelt zu iibergeben, nur eim Band, die Thermodynamik, 
blieb unvollendet. 

Friih schon, als er noch Privatdozent in G6ttingen war, wandte sich sein Inter- 
esse den technischen Anwendungen der Mathematik zu, was von seinem Lehrer 
F. KLEIN tatkraftig gefordert wurde. Aus dieser Zeit stammt das von Lehrer und 
Schiiler gemeinsam ver6ffentlichte Standardwerk iiber die Theorie des Kreisels, 
das unter vielem anderem auch die mathematischen Grundlagen fiir die viel 
spater in die Wellenmechanik eingefiihrten «Spinoren» bereits implizite enthalt. 
Von Anwendungen der Theorie auf technische Probleme sind SOMMERFELDS 
Theorie der Schmiermittelreibung und seine Beitrage zur drahtlosen Telegraphie 
am bekanntesten geworden. 

F. Krerns Plane, seinen Lieblingsschtiler SOMMERFELD unter die angewandten 
Mathematiker einzureihen, wurden jedoch durch W. C. RONTGENS Initiative mo- 
difiziert, der SOMMERFELD 1906 als Professor fiir theoretische Physik nach Miin- 
chen berief, das seit dieser Zeit sein standiger Wohnsitz bleiben sollte. Dort 
entwickelten sich die bereits in Gottingen von C. RUNGE und W. Voicr empfan- 
genen Anregungen zur Theorie der Spektrallinien nach Aufstellung des Bohr- 
schen Atommodells (1913) zu groBer und entscheidender Fruchtbarkeit, die in 
seinem grundlegenden Werk Atombau und Spektrallimien ihren sichtbaren Aus- 
druck gefunden hat. Da8 diesem Buch spater ein Wellenmechamischer Evgdnzungs- 
band nachfolgte, gibt Sommerfelds wissenschaftlicher Arbeit eine gréBere Ge- 
schlossenheit, indem er seine alte Meisterschaft in der Handhabung der Mathe- 
matik der Wellentheorie nunmehr auch der Theorie des Atombaues dienstbar 
machen konnte. 

SOMMERFELD vereinte in gliicklicher Weise den Typus des Forschers und des 
Lehrers, wie es nur wenigen gelungen ist. Zahlreiche Professuren fiir theoretische 
Physik in den verschiedensten Landern wurden mit Schiilern SOMMERFELDS 
besetzt, die jetzt, um ihn trauernd, sein Werk fortsetzen werden. W. Pauli 


Konégresse auf dem Gebiet der reinen und angewandten Mathematik 


In Oberwolfach in Baden besteht seit einigen Jahren ein Mathematisches For- 
schungsinstitut unter der Leitung von Prof. Dr. W. Stss, in welchem deutsche 
Mathematiker ihren wissenschaftlichen Forschungen nachgehen kénnen. Das In- 
stitut bemiiht sich auch um die Herstellung eines engen Kontakts zu den Mathe- 
matikern des Auslandes. So hat es im November 1950 eine «Tagung der Mathe- 
matiker beiderseits des Rheins» veranstaltet, an der neben zehn Gelehrten aus 
Frankreich auch vier Schweizer Vertreter teilgenommen haben. 

Das Centre national de la Recherche scientifique in Paris hat vom 8. bis 
13. Januar 1951 einen groBen KongreB tiber «Les machines a calculer et la pensée 
humaine» durchgefiihrt, an welchem hauptsachlich die Fragen der groBen Rechen- 
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automaten behandelt wurden. Es waren alle Lander vertreten, in denen solche 
Maschinen gebaut oder betrieben werden. 


Die jahrliche Tagung der Gesellschaft fiir angewandte Mathematik und Me- — 


chanik fand in der Zeit vom 28. bis 31. Marz 1951 in Freiburg im Breisgau statt. 
In fast 70 Vortragen wurde die beachtenswerte Entwicklung der angewandten 
Mathematik vor allem in Deutschland seit dem Kriegsende dokumentiert. 

Die Unesco versammelte am 29. Mai 1951 die Fachexperten von etwa vier- 
zehn Staaten in Paris, um die Griindung eines internationalen Zentrums fiir 
angewandte und numerische Mathematik zu besprechen. Holland, Italien und 
die Schweiz ziehen es in Betracht, sich als Gastland zur Verfiigung zu stellen. 

E. Stiefel 
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Grundri8B der Astrophysik. Von H. SIEDENTOPF (Wissenschaftliche Ver- 
lagsgesellschaft, Stuttgart 1950). 306 S., 114 Abb.; DM 28.50. 


Der Grundrif der Astrophysik von H. StEDENTOPF kann hinsichtlich der Stoff- 
auswahl als die modernste Einfiihrung in die Astrophysik gelten. Die zwolf Kapitel 
behandeln Aufgaben, Methoden und Instrumente der astrophysikalischen For- 
schung, Zustandsgr6Ben, inneren Aufbau und Entwicklung der Sterne, Probleme 
der Sonnenphysik (3 Kapitel), die interstellare Materie und kosmologische Pro- 
bleme. Somit beschaftigt sich das Werk mit der Astrophysik im engeren Sinne, 
unter Ausschlu8 der Stellarstatistik, des raumlichen Aufbaues, der Kinematik 
und Dynamik des Sternsystems. Wie problematisch eine solche Abgrenzung ist, 
besonders wenn sie nicht konsequent durchgeftihrt wird, erfahrt der Leser in dem 
kleinen Abschnitt tiber den Aufbau des Sternsystems, welcher in das Kapitel tiber 
die interstellare Materie hineingezwangt ist, oder im Schlu8kapitel, wo ausfiihr- 
lich tiber die Kinematik der extragalaktischen Sternsysteme berichtet wird, ohne 
daB vorgangig etwas iiber die Kinematik in unserem Sternsystem mitgeteilt 
worden ist. Aber auch die Astrophysik im engeren Sinne ist ein so umfangreiches 
Gebiet, daB ihre Behandlung, besonders wenn instrumentelle und methodische 
Fragen stark beriicksichtigt werden sollen, auf 300 Seiten nur méglich wird, 
wenn man sich entweder auf das Grundsatzliche beschrankt oder aber rein be- 
schreibend vorgeht und auf die Deduktion selbst der einfachsten Formeln ver- 
zichtet. Der Autor hat den zweiten Weg gewahlt und kommt damit all den 
Lesern entgegen, welche nicht in die Astrophysik eindringen, sondern nur bei- 
laufig iiber ihre Ergebnisse sich rasch orientieren méchten. Da das Buch nicht 
deduktiv aufgebaut ist, kommt auch darin zum Ausdruck, da® die einzelnen 
Kapitel unabhangig und in beliebiger Reihenfolge gelesen werden kénnen. Weiter 
kommt der Autor dem Leser dadurch entgegen, daB er aktuelle und allgemein 
interessierende Probleme, selbst wenn sie noch so ungeklart sind wie das Korona- 
problem, die radiofrequente Strahlung, die solar-terrestrischen Beziehungen und 
die Kosmologie, in den Vordergrund schiebt zugunsten der Behandlung grund- 
sdtzlicher, vielfach aber etwas spréder Probleme. Das Buch, reichlich mit gutem 
Bildmaterial ausgestattet, wird bestimmt einen weiten Leserkreis finden; es kann 
zur Vermittlung von Beobachtungstatsachen auch angehenden Physikern und 
Astrophysikern empfohlen werden, sofern der Lektiire des Buches eine Vertiefung 
in den Grundlagen vorausgegangen ist oder nachfolgt. 
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In Erganzung zu dem umfangreichen, aber unvollstandigen Druckfehlerver- 
zeichnis sei noch auf folgende Versehen hingewiesen: Die auf Seite 163 mitgeteil- 
ten optischen Tiefen sind mit einer durch einen Druckfehler entstellten, inzwi- 
schen aber berichtigten Formel des Rezensenten berechnet worden und bediirfen 
einer Korrektur. Die auf Seite 171 geduBerte Ansicht, die Fackeln erscheinen am 
Sonnenrand als Ausbuchtungen desselben, mu8 jedenfalls mit allergr6&8tem Vor- 
behalt aufgenommen werden. Auf Seite 173 muB die Reihenfolge in der ersten 
Spalte lauten: Flecken, Flecken, Fackeln, Ca-Flocculi, Protuberanzen. Auf der- 
selben Seite, 7. Zeile von unten, muB es heiBen 14,1844 statt 10,1844, auf Seite 172 
Mitte 7°15’ statt 7915. Die auf Seite 196 Sreccu1 zugeschriebene Entdeckung der 
Polarisation des Koronalichtes kommt EDLUND zu, der sie schon 1851 beobachtet 
hat. M. Waldmeier 


Elektronenoptik. Bd. 1: Grundziige der theoretischen Elektronenoptik. Von 
A.A. RUSTERHOLZ (Verlag Birkhauser AG., Basel 1950). 249 S.,118 Abb.;sFr. 29.—. 


Die Bedeutung der elektronenoptischen Gerate hat in den letzten zehn Jahren 
auBerordentlich zugenommen. Viele Gebiete der modernsten Technik waren ohne 
diese Gerdte undenkbar. Vor allem sei an die Kathodenstrahlréhre erinnert, die 
heute beinahe universelle Anwendung gefunden hat, sodann an die Réhren der 
modernen Fernsehtechnik (BildaufnahmerGhren, Sekundarelektronenverviel- 
facher), an die R6hren der Radartechnik. Sie beruhen alle auf der Anwendung der 
Gesetze der Elektronenoptik. 

Dr. A. RUSTERHOLZ hat sich das Ziel gesetzt, die heutigen Kenntnisse tiber 
Elektronenoptik zusammenzustellen und zu ordnen. Im vorliegenden ersten Band 
kommen die Gundlagen der Elektronenoptik zur Darstellung. In einem zweiten 
Band sollen alsdann Probleme der angewandten Elektronenoptik behandelt wer- 
den, wie Kathodenstrahlréhre und Elektronenmikroskop. 

Ausgehend von der Darstellung der Bewegungsgesetze des Elektrons im homo- 
genen elektrischen und magnetischen Felde und des Begriffes der elektronenopti- 
schen Brechung im elektrischen und elektromagnetischen Felde werden als erstes 
die rotationssymmetrischen Felder behandelt. Es werden in einem weiteren Ka- 
pitel die Elektronenbahnen fiir rotationssymmetrische Felder abgeleitet und dis- 
kutiert und sodann die elektrischen, magnetischen sowie elektromagnetischen 
Linsen behandelt. Ein Kapitel ist der Diskussion der Bildfehler gewidmet. An- 
schlieBend kommen zweidimensionale Felder zur Sprache, als Anwendung davon 
das Elektronenprisma. Als letztes kommt der Elektronenspiegel zur Darstellung. 

Der Autor, der seit Jahren auf dem Gebiete der Elektronenoptik tatig ist, 
hat den ganzen Stoff sehr tibersichtlich und klar zusammengestellt und bearbeitet. 
Die Literaturangaben sind dem lehrbuchartigen Aufbau dieses Buches entspre- 
chend zusammengestellt und gehen daher nicht iiberall auf die Originalarbeiten 
zuriick. Der Text ist von einer Vielzahl guter Figuren begleitet. Das Buch kann 
jedem, der sich mit Elektronenoptik beschaftigt oder sich in dieses Gebiet ein- 
arbeiten will, voll empfohlen werden. N. Schaetti 


Technological Applications of Statistics. By L. H.C. Tipper (John 
Wiley & Sons, New York 1950). 189 pp.; $3.50. 

Der Verfasser ist ein englischer, aus der Schule von Pearson und R. A. FISHER 
hervorgegangener Statistiker, dessen Gastvorlesungen am Massachusetts Insti- 
tute of Technology im Jahre 1948 im vorliegenden Buche publiziert werden. In 
diesen Vorlesungen waren die Zuhérer zur Hauptsache in der Industrie tatige 
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Ingenieure mit zum Teil sehr geringer statistischer Ausbildung. Tatsachlich gelingt 
es dem Autor, mit erstaunlich wenig Voraussetzungen aus der Mathematik und 
Statistik die wichtigsten Methoden der angewandten Statistik in Fragen der 
Materialpriifung, Qualitatskontrolle knapp und klar darzustellen. Die Beschrei- 
bung der Methoden erfolgt stets an Hand praktischer, aus der Industrie gewon- 
nener Beispiele, hauptsachlich aus der Textilindustrie oder Metallurgie. Dem bei- 
liegenden Inhaltsverzeichnis kann entnommen werden, da die wichtigsten 
Methoden der angewandten Statistik, abgesehen von der Sequentialanalysis, die 
nur gestreift wird, dargestellt werden. Mathematische Beweise fehlen vollkom- 
men; der Verfasser richtet sich in erster Linie an den Leser aus der Praxis. Das 
Buch kann zu einer ersten Orientierung iiber statistische Anwendungen in der 
Industrie bestens empfohlen werden. 

Inhaltsverzeichnis: Part I: The Routine Control of Quality. 1. The Measure- 
ment of Quality. 2. Theory of the Control Chart. 3. Practical Application of the 
Control Chart Procedure. 4. Statistical and Technical Details in Applying the 
Control Chart Procedure. 5. Control of the Fraction Defective. 6. Special Appli- 
cations and Adaptations of the Control Chart. 7. Acceptance Sampling.— Part II: 
Investigation and Experimentation. 8. Experimentation and the Statistical Theory 
of Errors. 9. Practical Application of the Statistical Theory of Errors. 10. Appli- 
cations of the Analysis of Variance: Basic Forms. 11. Applications of the Ana- 
lysis of Variance: Composite Forms. 12. Applications of Correlation Analysis. 
13. Planning and Investigation.—Bibliography. Index. W. Saxer. 


Lehrbuch der Funktionentheorie. Von H. Hornicu (Springer-Verlag, 
Wien 1950). 216 S., 34 Abb.; sFr. 19.80. 


Das Buch enthalt etwa den Stoff, der in einer tiblichen Vorlesung tiber Funk- 
tionentheorie dargeboten wird, und gliedert sich in zehn Kapitel: komplexe Zahlen, 
differenzierbare Funktionen, Potenzreihen, Integrale im Komplexen, Satz von 
Caucnuy, isolierte Singularitaten, Reihen von Funktionen, analytische Fortset- 
zung, Untersuchung spezieller Funktionen, algebraische Funktionen und ihre 
Integrale. Am Schlu8B jedes Kapitels sind einige einschlagige Ubungsbeispiele zu- 
sammengestellt. Als besondere Gegenstande seien die Abbildung des geradlinigen 
Dreiecks, die Eulerschen Integrale sowie die im letzten Kapitel gegebene kurze 
Darstellung der algebraischen Funktionen und ihrer Integrale mit spezieller An- 
wendung auf die elliptischen Funktionen hervorgehoben. Klar und faflich ge- 
schrieben und auf das Wesentliche beschrankt, ist dieses Buch auchin den Han- 
den des Ingenieurs eine wertvolle Hilfe. A. Pfluger 


Classical Mechanics. By H. Gotpstre1n (Addison-Wesley Press, Cam- 
bridge |Mass.] 1950). 399 pp.; $6.50. 


Es handelt sich hier um ein Lehrbuch, das vor allem fiir den Studierenden 
der Physik von groBem Wert sein wird. Der Leser sollte vielleicht schon ein 
wenig mit der elementaren Mechanik vertraut sein, da dieselbe knapp im ersten 
Kapitel zusammengedrangt ist. In den folgenden werden die klassischen Metho- 
den der analytischen Mechanik in sehr lebendiger Weise entwickelt und unter an- 
derem auch auf das Zweikérperproblem und den Kreisel angewendet. Das Buch 
gibt aber viel mehr, als der Titel vermuten lieBe: So findet sich ein Kapitel tiber 
die spezielle Relativitatstheorie und ein weiteres iiber die Darstellung von Feldern, 
also Systemen mit unbeschranktem Freiheitsgrad, mit Hilfe des Lagrange- und 
Hamilton-Formalismus, welchem in den quantisierten Feldtheorien eine zentrale 
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Bedeutung zukommt. Uberhaupt besteht durch das ganze Buch hindurch die 
erfreuliche Tendenz, den Leser auf die moderne Physik vorzubereiten. Viele 
Begriffe, die normalerweise erst in der Quantentheorie entwickelt werden, kom- 
men hier in durchaus natiirlicher Weise schon im Rahmen der klassischen Mecha- 
nik zur Sprache. So wird zum Beispiel im Kapitel iiber die Kinematik des starren 
Korpers die Cayley-Klein-Parametrisierung behandelt und ihren Zusammenhang 
mit den Pauli-Spinmatrizen aufgezeigt. Die mathematischen Mittel sind jeweils 
den Problemen so angepaBt, daB sie eine elegante, wenn auch nicht immer elemen- 
tare Behandlung erméglichen. Am Ende eines jeden Kapitels befinden sich inter- 
essante Ubungsaufgaben aus allen méglichen Gebieten der Physik sowie Litera- 
turangaben. Durch das ganze Buch weht ein frischer Zug, indem es gliicklich ver- 
meidet, die Mechanik als in sich abgeschlossen darzustellen, sondern dem Studie- 
renden den Weg zu neueren Entwicklungen weist. E. Weibel 


Statistical Decision Functions. By A. Watp (John Wiley & Sons, 
New York 1950). 179 pp.; $5.00. 


Das Buch bietet eine Zusammenfassung und Erweiterung der von WALD in 
den letzten zehn Jahren entwickelten Theorie der «statistischen Entscheidungen ». 
Es handelt sich um ganz allgemein gehaltene Untersuchungen von grundsatzlicher 
Bedeutung. Bemerkenswert ist der von WALD dargelegte Zusammenhang dieser 
Theorien mit von NEUMANNS Arbeiten tiber die Theorie der Spiele. A. Linder. 


Fundamentals of Acoustics. By L. E. K1nsLer and A. R. Frey (John 
Wiley & Sons Inc., New York 1950), 516 pp.; $6.00. 


Das vorliegende Werk ist als Lehrbuch ftir das gesamte groBe Gebiet der 
Akustik gedacht. Es ist dabei selbstverstandlich nicht méglich, den ganzen um- 
fangreichen Stoff erschopfend zu behandeln. Das Buch wendet sich in erster 
Linie an den Studenten und soll ihm helfen, einen allgemeinen Uberblick zu ge- 
winnen und die grundsatzlichen Zusammenhdange zu erkennen. 

Die ersten neun Kapitel erfassen ungefahr den Stoff eines einsemestrigen Kur- 
ses als Einleitung. Ausgehend von einer sehr klaren Darstellung der elementaren 
Schwingungslehre werden die Schwingungen von Saiten, frei schwingenden und 
eingespannten Staben, kreisf6rmigen Membranen und Platten behandelt, Es 
folgt die Ableitung der ebenen Wellengleichung, die ausgiebig diskutiert und 
auf Fortpflanzungsprobleme angewendet wird. Daran schlieBt sich die Behand- 
lung der spharischen Wellengleichung an, die in klassischer Weise dann auf die 
Strahlung fiihrt, wobei als besonders wichtiges Beispiel die Kolbenmembran und 
ihre verschiedenen Eigenschaften, wie die mechanische Riickwirkung der Strah- 
lung, die Richtwirkung usw., behandelt werden. Ein weiteres Kapitel ist den 
Helmholtz-Resonatoren gewidmet, wobei auch die elektrischen Analogien be- 
handelt werden. Es wird gezeigt, wie diese Analogien fiir die Behandlung ver- 
schiedener Filterprobleme angewendet werden kénnen. SchlieBlich werden die 
wichtigsten Absorptionsprobleme gestreift, die infolge der Viskositat und der 
Warmeleitfahigkeit der Luft auftreten, dann aber auch die Absorption der 
Schallwelle in einer pordsen Schicht sowie die molekulare Absorption usw. 

Nach diesen mehr einleitenden Abschnitten schlieBen sich weitere sechs Kapi- 
tel an, in denen typische Anwendungen technischer Art behandelt werden. Zu- 
nichst folgen einige instruktive Beispiele von Lautsprecherberechnungen, und 
zwar sowohl von direkten Strahlern als auch von Hornstrahlern. Daran schlie8t 
sich eine kurze Behandlung der grundsatzlichen Eigenschaften einiger wichtiger 
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Mikrophontypen an. Es folgt dann ein Abschnitt tiber das Ohr und die physiolo- 
gische Akustik, der sehr geschickt redigiert ist. Das Kapitel iiber Raumakustik 
ist notwendigerweise a4uBerst summarisch gehalten, ebenso die beiden letzten 
Teile, die Wasserschall und Ultraschall behandeln. 

Das ganze Buch zeichnet sich durch eine einfache und saubere Darstellung 
aus; zur Erhéhung der Ubersichtlichkeit sind bewuBt alle Literaturangaben weg- 
gelassen worden. Als sehr instruktives Lehrbuch und Einfiihrung in das Gesamt- 
gebiet der Akustik ist das Werk sehr zu empfehlen. W. Furver 


Einfiihrung in die Funktechnik. Von F. Benz (Springer-Verlag, Wien 
USVEO)— ONS, CAND IN oR clits G7 


Die Einfiihrung in die Funktechnik von F. BENZ, welche 1937 erstmals er- 
schien, ist 1950 in vierter, wesentlich erganzter Auflage herausgekommen. Sagen 
wir es gleich eingangs: unter Wahrung des dem Werke eigenen Charakters ist 
seine Neubearbeitung vollkommen gegliickt. In der Zunahme des Umfanges von 
urspriinglich 411 Seiten auf 736 Seiten driickt sich einerseits die bedeutende Ent- 
wicklung aus, welche die Hochfrequenztechnik in der Zwischenzeit durchge- 
macht hat, anderseits aber vor allem das unbedingte Streben des Verfassers nach 
Verbesserung und Vervollstandigung seines Buches. Der stoffliche Inhalt, auf 
verhaltnismaBig begrenztem Raume in sorgfaltigster Auswahl und in bemerkens- 
wert knapper Form geboten, tiberrascht durch seine Reichhaltigkeit. Die Dar- 
stellung zeichnet sich durch Ubersicht und Klarheit aus und iiberschreitet nie ein 
gewisses einfaches, aber immerhin notwendiges Ma8 von Voraussetzungen. Das 
Buch ist ebenso als Handbuch wie als Lehrbuch zu verwenden, aber immerhin, 
wie der Titel sagt, im Sinne einer Einfiihrung. Die neuen Zweige der Hochfre- 
quenztechnik sind nach Moédglichkeit beriicksichtigt, so unter anderen das 
Gebiet der Hohlleiter und die modernen Formen der Elektronenréhren. Ein ein- 
gehendes Inhaltsverzeichnis und Register erleichtern das Nachschlagen. Dem 
Reichtum an Abbildungen, Tabellen und niitzlichen Formeln, itiberhaupt der 
ganzen Ausstattung ist hohes Lob zu spenden; daran hat der Verlag seinen gebiih- 
renden Anteil. F. Tank, 


Fastperiodische Funktionen. (Die Grundlehren der mathematischen 
Wissenschaften in Einzeldarstellungen, Bd. 61.) Von W. Maak. (Springer-Verlag, 
Berlin 1950.) 240 S., DM. 24.60. 


Die Theorie der eigentlichen fastperiodischen Funktionen wurde im Jahre 
1924 durch den jiingst verstorbenen danischen Mathematiker HaroLD BoHR 
geschaffen. Eine reelle Funktion f(¥) der reellen Variable x hei®Bt nach BouR 
eigentlich fastperiodisch, wenn es zu jedem e> 0 eine Zahl L = L(e) gibt, so 
da jedes Intervall (a,a +L) eine Zahl t = t(e, a) (Fastperiode) enthalt, fiir 
welche |f(¥ +7) — f(¥)| <e gleichmaBig in x gilt. Ein grundlegender Satz von 
BouR zeigt, daB jede eigentlich fastperiodische Funktion f(¥) sich durch endliche 
trigonometrische Polynome gleichmaBig approximieren l48t. Die urspriingliche 
Theorie von Bour wurde nach zwei Richtungen weiter entwickelt: a) durch Er- 
setzen der Stetigkeitsbedingung durch allgemeinere Bedingungen (STEPANOFF, 
WEYL, BEsicowitcH); b) durch Verallgemeinerung auf beliebige Gruppen (die 
Bohrschen Funktionen sind die stetigen fastperiodischen Funktionen auf der 
additiven Gruppe der reellen Zahlen). Diese Verallgemeinerung auf beliebige 
Gruppen verdankt ihre Entstehung den Arbeiten von J. von NEUMANN, und sie 
bringt die Theorie der fastperiodischen Funktionen in engen Zusammenhang mit 
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der Darstellungstheorie der unendlichen Gruppen. Das Buch von Maak befaBt 
sich ausschlieBlich mit dieser Verallgemeinerung. Fiir jede fastperiodische Funk- 
tion 1a8t sich ein Mittelwert definieren, welcher fiir sie dieselbe Rolle spielt wie 


ip 
der Integralmittelwert lim 1/(2 T) f f(*) dx fiir die Bohrschen Funktionen. Der 
=e 


Hauptsatz der Theorie sagt, daB jeder invariante abgeschlossene Modul von fast- 
periodischen Funktionen eine Summe von endlichen invarianten irreduziblen 
Moduln ist. Besonders schéne und interessante Resultate erhalt man bei kom- 
pakten Gruppen, da jede stetige Funktion auf einer kompakten Gruppe fast- 
periodisch ist. 

Das klar geschriebene Buch kann dem Mathematiker empfohlen werden, der 
in die Theorie der fastperiodischen Funktionen und in die Darstellungstheorie 
der unendlichen Gruppen eindringen will. 

M. Plancherel 


Classical Mechanics. By H. C. CorBEN and P. STEHLE (John Wiley & Sons, 
Inc., New York 1950). 388 pp., $6.50. 


Die Autoren des vorliegenden Buches stellten sich die Aufgabe, die klassische 
Mechanik im Lichte der modernen Physik erscheinen zu lassen. Dies hei®t nicht 
nur, ihre Grenzen aufzuzeigen, sondern auch jenen Problemkreis von Fragen zu 
behandeln, die an diese Grenzen fiihren. In diesem Sinne findet man in diesem 
Buche die Darstellung der klassischen Mechanik mit besonderer Riicksicht auf 
die Methoden, die fiir die Quantenmechanik von Bedeutung sind. 

Eingangs werden die kinematischen Groen definiert und, nach einem kurzen 
Ausblick auf die Differentialgeometrie, deren Ausdriicke in generalisierten Lage- 
koordinaten abgeleitet. Es folgen die Definition der kinetischenGroBen, die Auf- 
stellung der Lagrange-Gleichungen und eine Diskussion von ersten Integralen. 
AnschlieBend wird die Hamilton-Theorie und deren Verallgemeinerung auf die 
Mechanik der Kontinua vorgetragen. Die Theorie der Beriihrungstransforma- 
tionen und ihre Anwendung zur Integration der Bewegungsgleichungen werden 
eingehend behandelt. Die Klammersymbole von LAGRANGE und Porsson sind 
ausfiihrlich diskutiert. Deren Niitzlichkeit wird in der St6rungstheorie und in 
der Theorie der Integralinvarianten gezeigt. SchlieBlich kommen noch Quasi- 
koordinaten zur Sprache, auf deren Bedeutung in der Kreiseltheorie und in der 
Theorie nichtholonomer Systeme hingewiesen ist. Das Bild der klassischen Me- 
chanik wird abgerundet durch eine kurze, mehr formale Darstellung der speziellen 
Relativitatstheorie. 

Zahlreiche Beispiele sind, zur Illustration der Theorie, im Text verteilt und 
setzen sich hauptsadchlich aus dem eingangs erwahnten Problemkreis zusammen. 
Die Methoden der linearen Vektoralgebra werden zusammengestellt und auf die 
Theorie kleiner Schwingungen angewandt. Gruppentheoretische Methoden zur 
Vereinfachung des Eigenwertproblems werden, an Hand von Molekiilschwin- 
gungen, erlautert. Neben dem vielbehandelten N-Kérper-Problem findet man 
zahlreiche Beispiele tiber die Bewegung von Elementarteilchen oder Ionen in 
elektromagnetischen Feldern. Literaturangaben verweisen auf die entsprechende 
quantenmechanische Behandlung vorliegender Probleme hin. SchheBlich wird 
ein ganzes Kapitel den modernen Teilchenbeschleunigern gewidmet. 

Dieses didaktisch neuartige Buch vermittelt eine solide Basis als Ausgangs- 
punkt fiir das Studium der Quantenmechanik, der statistischen Mechanik und 
nicht zuletzt spezieller Probleme der technischen Physik. H. Derfler 
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Applied Nuclear Physics. By E. C. Porrarp and W. L. DAvIDSON (John 
Wiley & Sons, Inc., New York 1951). 352 pp.; $5.00. 


Der Titel «Angewandte Kernphysik» ist fiir die zweite Auflage des Buches 
von POLLARD und DAVIDSON weit zutreffender, als er es fiir die erste war. Diese 
war kurz nach der Entdeckung des Uranspaltungsprozesses, zu einer Zeit also, 
da noch keine «Atoméfen» die praktische Anwendung der Kernphysik in hand- 
greiflicher Weise dokumentierten, erschienen. Aber auch in der zweiten Auflage 
liegt das Hauptgewicht weniger auf der Besprechung der Anwendungen, die die 
neue Technik bisher gefunden hat — einige der nun schon klassischen Experi- 
mente, die mit Spurenelementen durchgefiihrt worden sind, werden zwar zur 
Illustration der Methode und ihrer Méglichkeiten angefiihrt —, das Hauptziel des 
Buches liegt vielmehr in der Vermittlung der kernphysikalischen Grundlagen, 
deren Kenntnis fiir jeden erforderlich ist, der sich die neuen Hilfsmittel auf irgend- 
einem technischen oder wissenschaftlichen Gebiet zunutze machen oder auch 
bloB ein Urteil dariiber bilden will. In den einzelnen Kapiteln werden die MeB- 
methoden, die Eigenschaften der Kernstrahlungen, die induzierten und spon- 
tanen Kernumwandlungen, die Akzeleratoren und die elementare Theorie der 
Uranpile gebracht. Literaturhinweise geben an, wo eine Beantwortung von Detail- 
fragen zu suchen ist. 

Was das Buch vor allem auszeichnet, ist, daB es AuBerst lebendig geschrieben ist 
und so dem Leser die Einfiihrung in die experimentelle Kernphysik und die Ge- 
winnung einer Ubersicht iiber ihren heutigen Stand leicht macht. P. Preiswerk 


Naturforschung und Medizin in Deutschland 1939 bis 1946 (fiir den 
Buchhandel bestimmte Ausgabe der Fiat Review of German Science) (Dieterich- 
sche Verlagsbuchhandlung, Wiesbaden). Preis je Band DM. 10.—. 


Band 1 und 2: Reine Mathematik. Herausgegeben von W. Stss (Wiesbaden 
1948), 316 und 265 Seiten. 


Prof. W. Stss und ein weiterer Kreis von Mitarbeitern, die dem unter seiner 
Leitung stehenden Forschungsinstitut in Oberwolfach angegliedert waren, haben 
sich der wichtigen Aufgabe unterzogen, die Fachwelt iiber die deutschen mathe- 
matischen Forschungen wahrend des letzten Krieges zu orientieren. Dabei wird 
in der Art einer Enzyklopadie jeweilen iiber die Publikationen eines gréBeren 
Teilgebietes der Mathematik zusammenhangend berichtet, so daB nun riick- 
blickend die rege deutsche Forschungstatigkeit in den Jahren 1939 bis 1946 zu- 
tage tritt. 

Fiir die Leser der ZAMP sei besonders auf die folgenden Artikel hingewiesen. 

Band 1. G. NOBELING: Allgemeine Mengen und reelle Funktionen. Die Berichte 
von W. MaGNus iiber spezielle Funktionen der mathematischen Physik, von 
J. LENsE iiber Reihenentwicklungen der mathematischen Physik unterrichten 
iiber zentrale, fiir die Anwendungen wichtige Forschungen. Auch der Artikel von 
H.KNeserR und E. ULvricu tiber Funktionentheorie ist in dieser Hinsicht lesenswert. 

Band 2. Der erste Teil enthalt eine umfassende Darstellung der Entwicklungen 
auf dem Gebiete der Differentialgleichungen und Integralgleichungen. K. MAHRUN 
behandelt die Potentialtheorie, M. Pint die partiellen Differentialgleichungen 
zweiter und héherer Ordnung unter besonderer Beriicksichtigung der Anwen- 
dungen auf die Mechanik und Strémungslehre. Ferner seien erwahnt die Berichte 
von H. BucHuotz (spezielle Randwertaufgaben), H. BoERNER (Variationsrech- 


nung), G. Tautz (Integralgleichungen), H. WIELANDT (Eigenwerttheorie) und 
G. KorueE (Funktionalanalysis) 
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Neben den’ genannten Verfassern haben B. BrLHarz, G. Bot, M. DEuURING, 
H. GERICKE, O. Haupt, P. Jorpan, W. Maak, H. Serrert, E. SPERNER und 
W. THRELLFALL die mit den Anwendungen nicht so eng verbundenen Teile der 
Mathematik behandelt. 

Diese einheitlich geschriebenen und vorziiglich dokumentierten Fiat-Berichte 
ergeben ein Nachschlagewerk von hohem wissenschaftlichem Wert zur Orientie- 
rung iiber die deutsche mathematische Forschung der Kriegsjahre. ES Se fel 


Band 5: Angewandte Mathematik, Teil 111: Mathematische Grundlagen der Stré- 
mungsmechanik. Herausgegeben von A. WALTHER (Wiesbaden 1948), 202 Seiten. 


Der Band iiber die mathematischen Grundlagen der Strémungslehre enthalt 
acht Kapitel: 1. ideale Fliissigkeiten (GORTLER), 2. zihe Fliissigkeiten (GORTLER), 
3. Turbulenz (GORTLER), 4. Gasdynamik (SAvER), 5. Warmeiibergang (WrEc- 
HARDT), 6. Tragfliigel, Propeller, Pumpen und Turbinen (W1EGHARDT), 7. Hydrau- 
lik (Karas), 8. mechanische Ahnlichkeit (SCHILLER). Die hervorragenden Be- 
arbeiter, welche selbst Wesentliches in ihren Gebieten beigetragen haben, sorgen 
fiir die klare Darstellung der Grundgedanken wie auch fiir deren Einordnung in 
die gesamte Entwicklungslinie. Das Buch vermittelt ein eindrucksvolles Bild iiber 
die Fortschritte der theoretischen Strémungslehre in Deutschland wahrend der 
Kriegsjahre. Es gibt dem Leser eine rasche Einfiihrung in die neueren Forschungs- 
ergebnisse und eine sehr vollstandige Literaturzusammenstellung. Ein Teil der 
Quellenangaben verweist auf Stellen, die leider auch heute noch schwer zugang- 
lich sind, deren Existenz aber durch dieses Buch endlich einem gréeren Kreis 
bekannt werden kann. N. Rott 


Band 6: Angewandte Mathematik, Teil IV: Geoddsie. Herausgegeben von 
A. WALTHER (Wiesbaden 1948), 116 Seiten. 


In dem vorliegenden Bandchen der Fiat Review werden unter der Bezeichnung 
Geodasie alle Probleme der Vermessung sowie der Plan- und Kartenerstellung 
mit Ausnahme der Photogrammetrie zusammengefaBt. 

In einem ersten Teil von wenigen Seiten behandelt Prof. Dr. KOniG die 
mathematischen Grundlagen der Geodasie. Es werden die Methoden zur Bestim- 
mung des Erdellipsoides, zur Berechnung geodatischer Dreiecke und fiir die 
kartographische Abbildung dargestellt. Im zweiten, umfangreichern Teil berichtet 
Prof. Dr. M. Kneissv tiber den Stand der Geodasie in Deutschland. Der Stoff 
wird in Abschnitte iiber Erdmessung, Landesvermessung, Kartographie, Kata- 
ster- und Sondervermessungen, Organisation, Wissenschaft und Forschung, Stu- 
dium und Ausbildung unterteilt. Beide Teile vermitteln einen vorziiglichen Uber- 
blick und fiihren die einschlagige deutsche Literatur mit seltener Vollstandig- 
keit auf. 

Die politische und militaérische Entwicklung der Jahre 1939 bis 1946 brachte 
es mit sich, daB ein groBer Teil der deutschen Arbeiten auf dem Gebiet der Geo- 
dasie der Vermessung ausgedehnter Lander galten. Manche der Studien werden 
ihren Wert fiir die nun von der Internationalen Assoziation fiir Geodasie an- 
gestrebte und teilweise in Ausfiihrung begriffene Ausgleichung des europdischen 
Dreiecksnetzes behalten. F. Kobold 


Band 7: Angewandte Mathematik, Teil V. Herausgegeben von A. WALTHER 
(Wiesbaden 1948). 263 Seiten. 

Der von A. WALTHER, Darmstadt, herausgegebene fiinfte Teil der 4ngewand- 
ten Mathematik (Band 7 der «Naturforschung und Medizin in Deutschland 1939 
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bis 1946») befaBt sich mit einer Reihe von unterschiedlichen Gébieten, die die 
mathematische Methode beniitzen. Einige Teile werden kurz behandelt, da fiir 
sie eigene Bande des Gesamtwerkes vorgesehen sind. Am meisten in Einzelheiten 
gehen die Abschnitte iiber die Kinematik, mathematische AuBen- und Innen- 
ballistik. Uberall sind aber die Hauptgedanken angegeben, und die deutsche 
Literatur aus der Berichtszeit ist so weitgehend wie mdglich beriicksichtigt wor- 
den. Da die einzelnen Kapitel von Fachleuten geschrieben wurden, die selber 
mafgebend an der Entwicklung beteiligt waren, erhalt man eine gute und klare 
Ubersicht iiber die Fortschritte, die wahrend der Kriegszeit in Deutschland ge- 
macht wurden. 

Der Inhalt gliedert sich in dreizehn verschiedene Abschnitte. Das erste Kapitel 
(K. Hain und W. MEYER ZUR CAPELLEN) iiber die Kinematik ist dem Aufbau, 
dem Bewegungszustand, der Geschwindigkeits- und Beschleunigungsermittlung 
ebener Getriebe, ferner den raumlichen und Koppelgetrieben gewidmet. Sodann 
werden noch Zahnradgetriebe und Kurvengetriebe beriicksichtigt. Von H. BUcKk- 
NER stammt eine Ubersicht iiber die Entwicklung der Rechengetriebe. Alsdann 
folgen fiinf kiirzere Abschnitte iiber geometrische Optik (G. FRANKE), Kristall- 
geometrie (C. HERMANN), Anwendung der verschiedenen mathematischen Metho- 
den, speziell in der Starkstromtechnik (A.-W. Kron), mit einem kurzen Hinweis 
auf die elektro-mathematischen Geradte, ferner iiber elektromagnetische Wellen 
in Hohlleitern (H. BucHHOoLz) und Geophysik (J. BARTELS). Die Ausfiihrungen 
tiber die mathematischen Methoden der Astronomie (K. SCHUTTE), wo auswahl- 
weise die Literatur zur spharischen, theoretischen und stellaren Astronomie sowie 
zur Astrophysik angegeben wird, sind knapp gehalten. 

Im Abschnitt tiber die AuBenballistik (H. ATHEN) wird zunachst iiber die 
Integrabilitat der Differentialgleichungen berichtet, wo insbesondere die Arbeit 
von E. Leimants, der mit Hilfe der Lieschen infinitesimalen Transformationen 
den allgemeinen Fall mit variabler Luftdichte und Temperatur angreift, eine Ver- 
einheitlichung der bekannten Ergebnisse bringt. Zur Sprache kommen weiter die 
praktischen Integrationsverfahren und die Parameterentwicklung fiir ganze Flug- 
bahnscharen sowie die St6rungstheorie und die linearisierte Theorie der GeschoB- 
pendelungen, schlieSlich die Anwendungen der Gasdynamik auf die Berechnung 
des Luftwiderstandes und der optischen GeschoBform bei Uberschallgeschwindig- 
keiten. In der V2-Ballistik (R. ZURMUHL) stehen vor allem die Flugbahnbestim- 
mung, die Abschalttheorie und die Beriicksichtigung der Stérungen im Vorder- 
grund, Zitiert werden hier die Arbeiten des Instituts fiir praktische Mathematik 
der Technischen Hochschule Darmstadt und der Heeresanstalt Peenemiinde. 
Die Entwicklungen der mathematischen Innenballistik sind von J. STRECKE 
dargestellt. 

Den SchluB des Bandes bilden die Kapitel iiber Kreiselgerate (K. BEYERLE) 
und die Reibung bei diesen (F. GottwaLp). Es folgt dann noch das Inhaltsver- 
zeichnis fiir die Teile I bis V der Angewandten Mathematik. E. Roth-Desmeules 


Neuerscheinungen ! 


Dr. Inc. KARL KUHLMANN 
Em. Professor an der 
Eidgendéssischen Technischen Hochschule in Ziirich 


Theoretische Elektrotechnik 


BAND III 


Grundziige der Theorie elektrischer Maschinen 
546 Seiten mit 328 Abbildungen - In Ganzleinen Fr. 76.— 


Hauptabschnitte: Erzeugung magnetischer Felder — Induktivitatsberechnung 
von Maschinenwicklungen — Induzierte elektromotorische Krafte — Magne- 
tische Energie und Drehmoment elektrischer Maschinen — Verluste in elek- 
trischen Maschinen durch Strom- und Eisenwarme — Das Rechnen mit sym- 
metrischen Komponenten. 


Band II erschien 1947 . Band I befindet sich in Vorbereitung 


IRUIDIDMOMEA TRIM TEIN ID Ase 
Em. Professor an der Technischen Hochschule in Karlsruhe 
vorm. Direktor des Elektrotechnischen Instituts 


Elektrische Maschinen 
ERSTER BAND 


Allgemeine Berechnungselemente - Die Gleichstrommaschinen 
Zweite, verbesserte Auflage 1951 - 642 Seiten mit 453 Textabbildungen 
In Ganzleinen Fr.48.— - Die Bande II-IV dieses Werkes werden demnachst 


in zweiter, verbesserter Auflage erscheinen 


Inhalt: Grundbegriffe und Gesetze — Einfiihrung in den Elektromaschinenbau — 
Die Gleichstvrommaschine 


Zu beziehen durch Ihre Buchhandlung 


Vober IaAtGe Bol Rok Awl os Ro BANS BAG 


Im Juli 1951 erscheint: 


we 


Journal International dAcoustique 


sous le patronage du Groupement des Acousticiens de Langue Frangaise 


International Journal of Acoustics 
sponsored by the Acoustics Group of the Physical Society of London 


Internationale Akustische Zeitschrift 


unter Mitwirkung des Verbandes der Deutschen Physikalischen Gesellschaften 


ACUSTICA 


edited by Dr. C. W. Kosten, Editor in chief, Delft, Holland — 
Dr. E. G. RicHarpson, Newcastle on Tyne — Prof. Dr. A. G1acomInI, Roma 


publié par Dr. F. Canac, Marseille 


herausgegeben von Prof Dr. E. MEYER, Géttingen 
Die Beitrage erscheinen in deutscher, franzdsischer und englischer Sprache 


6 Hefte pro Jahr von ye 4S Seiten Umfang, im Format von 21 x 29,7 cm 
Abonnementspreis Fr, 36.—jdhrlich 
Einzelheft Fr. 6.50, zustiglich Porto 


Die Zeitschrift wird alle wesentlichen Forschungsarbeiten aus dem Gebiet 
der Akustik bringen, seien sie rein wissenschaftlicher, angewandter, physi- 
kalischer, musikalischer oder physiologischer Natur. 

Besondere Interessenten sind: Technische Physiker, Architekten und 
Bauingenieure, Fachleute fiir Larmbekampfung, Elektro- und Nachrichten- 
techniker, PTT, Rundfunk, die elektrotechnische Industrie (Radio, Tele- 
phon, Grammophon, Lautsprecher, Tonaufnahme-, Tonfilm-, elektronische 
Apparate), Hérapparatebau, Musikinstrumentenbau. 


Fin vierseitiger dreisprachiger Prospekt steht zur Verfiigung. 
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